NOTA: A continuacién encontraréis los exdmenes correspondientes al primer par-
cial de los anos 1998, 1999 y 2000. Algunos problemas estan relacionados con series
numéricas que es un tema que no daremos este ano, por tanto debéis olvidaros de ellos.

PRIMER PARCIAL DE CALCULO. 22 de febrero 1999

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.), Plan 96

1.- Sea f : IR* — IR definida por:

xQ_yz
flay) =4 2 z =y,
In(z? — 9?2+ 1
(=*—y"+1) v <y
r+y

(i) Estudiar la continuidad de f en IR®.
(ii) Definimos g : R — IR como g(z) = f(z,1). Analizar la derivabilidad de g en IR y,
en su caso, calcular ¢'.

(3 puntos)
2.- (a) Sea (y,) una sucesién de nimeros reales tal que nlg& Y, = a. Calcular el siguiente
limite: y y y
J1 + g2 4+ Jn
n—00 In(n)

(b)Una sucesién (z,,) es una progresién aritmética si existe d € R tal que
Tpi1 =d+ xp, n>2.

(i) Probar que =, = 1 + (n — 1)d, ¥n € IN.

(ii) Probar que @1 + - + 2, = n"? ‘;xn
(iii) Calcular
L 1 2 n

(2 puntos)

1
3.- Se considera la funcién y(z) = —. Demostrar que el drea del tridngulo formado por

los ejes de coordenadas y la recta tangente a y(x) en el punto x es constante.

(2 puntos)
4.- Sea f : IR — IR definida por:
f<x):{\x’+2|—22 —4 <2 <0,
méax{0, —z* + 4z — 3} 0<xz<A4.
Calcular los extremos absolutos de f en [—4,4].
(3 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



PRIMER PARCIAL DE CALCULO. 19 de mayo 1999

Ingenieria Técnica de Obras Publicas (E.T.S.E.C.C.P.B.), Plan 96

1.- Sean a,b,c € Ry f:[-2,4] — IR definida por:

2 —a —2< <2,
|

cxd+br+1 2<zx<4.

(i) Encontrar los valores de a, b y ¢ que hacen f continua y dos veces derivable en (—2,4).
(ii) Estudiar los extremos absolutos de f en [—2,4] para los valores de a = =7/3,b=2y
c=1/6.

(i) Calcular F(x) = [, f(t)dt y estudiar su continuidad y derivabilidad para los valores
dea=1,b=2yc=4.
(3 puntos)

2.- (En cudntos puntos se intersectan las curvas y = In(z) e y = 5:1:27 ., Por qué?

(2 puntos)

3.- Encontrar el tridngulo isésceles de drea maxima inscrito en la elipse 22 +4y? = 1y
cuyo eje de simetria es el eje y.
(3 puntos)

4.- Estudiar la convergencia de las siguientes series y en su caso calcular su suma:

X Vnt+4—+/n+3 o 2 — 3t i = Inn
()nz:% \/(n+4)(n+3) ( )nz:;) 4n ( )nz::l n

(2 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



PRIMER PARCIAL DE CALCULO. 5 de junio 1999

Ingenieria Técnica de Obras Publicas (E.T.S.E.C.C.P.B.), Plan 96

1.- Sea f:[—3,6] — IR definida por:
—(*+4x+3) -3<z<0,
fla) =14 203 0<z<?2
e ? 2 <z <6.

i) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f.

(

(ii) Calcular los extremos absolutos de f en [—3,6].

(iii) Dar la expresién de F(x) = [*5 f(t)dt.

(iv) Calcular el drea limitida por la gréfica de f(z) desde z = 3/2 hasta x = 6.

(3 puntos)

2.- ;En cudntos puntos se intersectan las curvas y = €% e y = 3227 ;, Por qué?

(2 puntos)

3.- Encontrar el tridngulo isésceles de drea mdxima inscrito en la elipse 22 + 4y? = 1y
cuyo eje de simetria es el eje y.
(3 puntos)

4.- Estudiar la convergencia de las siguientes series y en su caso calcular su suma:

(S ATA—YRES &2yt
()Z%¢m44xn+$ ()Z% 4n+t ( )Z;”'

(2 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



1 PARCIAL DE CALCULO. 2 de FEBRERO 1998

Enginyeria Tecnica d’Obres Publiques, Pla 96.

1.— Sea f: IR — IR definida por
—(Bx+7) six< -2
o

P —3r+1 si —2<az

Calcular los extremos absolutos de f en [—3, 3].

n
2.— Sean (a,),. Ny C IRy S, = X a la suma parcial n-ésima de la serie 3 a,,.
k=1 n>1

(a) Probar que S, — S,_1 = ay,.
(b) Usar la parte (a) para calcular el término n-ésimo de una serie cuya suma parcial
n-ésima es

_n
"o 43
(c¢) Si (@n),cN es la sucesién hallada en (b), estudiar la convergencia de la serie > a, y
n>1
en caso de ser convergente hallar la suma.
2 a2
3.— Encontrar el rectangulo de drea médxima inscrito en la elipse — + i 1, con a,b > 0.
a

1 o
4—Sean a > 1y f(z) = §(x+ =), x>0.
T
(i) Demostrar que f posee un tinico punto fijo, es decir, existe un zo > 0 tal que f(xy) = o,

y calcularlo.
(ii) Sea (), N la sucesion definida de forma recurrente por

Tpi1 = f(xn), xo = a > 1.

Demostrar que:
(a) (74), N estd acotada inferiormente por \/a.
(b) (74),,cN €s una sucesién decreciente.
(c) Estudiar la convergencia de la sucesién y probar que el limite es el punto fijo de la
funcion f.

5.— Sea f :IR? — IR la funcién definida por

(v —z)(e" ¥ = 1)
flz,y) = r? — 92

z2—1
2

(i) Estudiar la continuidad de f en IR*.
(i) Sea g : R — IR definida como g(z) = f(x,1). Estudiar la derivabilidad de g en R y
en su caso calcular la funcién ¢'.

si 2 —y2#£0

si 2 —y2=0

— Cada problema se calificara sobre 2 puntos.

— Entregar los problemas por separado.



12 PARCIAL DE CALCULO. 27 de MAYO 1998

Enginyeria Tecnica d’Obres Publiques, Pla 96.

4
1.— Calcular el nimero de ceros de la ecuacién arctang(z) = =% dando un intervalo

donde se localicen.

2.—Sean a,b € IRy f: IR — IR la funcién definida por:

2
1
$+1 six <0
— x_
flo) = ar +b =0
e
2+ 2z +1

(i) Hallar los valores de a,b para que f sea continua en x = 0 y tenga derivada nula en
T =2

(ii) Estudiar la derivabilidad de f en IR para los valores de a y b obtenidos en el apartado
anterior.

(iii) Hallar los extremos absolutos de f en [1,4] para los valores de a y b obtenidos en el
apartado (i).

2
x
3.— Demostrar que las curvas 3 +y? =17y 2% —1y? =1 se cortan ortogonalmente.

4.— (i) Estudiar la convergencia de las siguientes series, calculando su suma si es posible:

1
DB a1 LD

n>0 n>0

6

(i) Calcular los siguientes limites:

n? ln(%)

1 tan(3)
g G (1)
n—co sin(~) + 1 n—oo\ n

— Cada problema se calificara sobre 2.5 puntos.

— Entregar los problemas por separado.



12 PARCIAL DE CALCULO. 16 de JUNIO 1998

Enginyeria Tecnica d’Obres Publiques, Pla 96.

4
1.— Calcular el nimero de ceros de la ecuacién arctang(z) = =% dando un intervalo

donde se localicen.

2.— Sea f:[—1,2] — IR la funcién definida por:
|z + 1] si —1<z<0
flx)=2 (z—1)* s 0<z<1
e t—x sil<z<2

(i) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en [—1,2].
(ii) Hallar los extremos absolutos de f en [—1,2].

3.— Se considera un cuadrado de lado L. Encontrar el cuadrado de area maxima que
puede circunscribirse en dicho cuadrado.

4.— (i) Estudiar la convergencia de las siguientes series, calculando su suma si es posible:

1
DY sy DD

n>0 n>0

6n

(i) Calcular los siguientes limites:

1

. n?In(}) RN
lim ——", lim <) .
n—oo Sln(E) + 1 n—oo \ n,

— Cada problema se calificara sobre 2.5 puntos.

— Entregar los problemas por separado.



PRIMER PARCIAL DE CALCULO. 21 de febrero de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.)

1.- Calcular los siguientes limites:

(2 puntos)

2.- Sea f : IR?> — TR definida por:

1
(1+ S aﬂwﬂﬁ ry # 0,
Flaz,y) = (1+y)1/'y‘ r=0ey#0,
(1+22)t/ y=0yaz#0,
1 (z,y) = (0,0).

(i) Estudiar la continuidad de f en IR?.

(i) Definimos g : R — IR como g(z) = (f(%x, %x))m. Analizar la derivabilidad de g

y, en su caso, calcular la ecuacién de la recta tangente a g en el punto x = 0.
(3 puntos)
3.- (i) Demostrar que la ecuaciéon z = nln(z) tiene a lo sumo dos raices para todo

n>1,x>0.
(ii) Demostrar que si n = 4 la ecuacién tiene exactamente dos raices.

(2 puntos)

4.- Sea f:[—4,4] C R — IR definida por:

3 — (z+3)? —4 <x< -2,
fla) = || -2 <z<l,
|z — 2| 1 <z <4,

(i) Estudiar la continuidad de f en [—4,4].

(ii) Estudiar los extremos relativos y absolutos de f en [—4,4] y hallar los valores de
maximo y minimo absoluto. ;El teorema de Weiestrass da alguna informacién o ayuda
en este estudio? (Justificar la respuesta).

(3 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



SOLUCION DEL EXAMEN DEL PRIMER PARCIAL DE CALCULO
21 de febrero de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Publicas (E.T.S.E.C.C.P.B.), Plan 96

1.- Calcular los siguientes limites:

() tim POV oy 2 i gy 3T g VIV E VR
Solucién:
In(n) sin(n) lim In(n) _ 0 escala de infinitos
(1) im —————= = | n=0 9 = 0 x acotada = 0.
e " sin(n) acotada
" 2n n 2\n
(id) lim ‘ ;_1 = lim (g) + (5) = [( nimero menor que uno )*] =0+ 0= 0.
(74) lim ] ?/:} ] = lim 1(13+/nl) = [ infinitésimo del logaritmo | = lim ?)/Tn =
B Sy reein 1 =
—1
fim 20D g
n—oo n
1 24 ...
(iv) lim VIt+ V2 +\/ﬁ:...

o /i

Para calcular este limite aplicamos el criterio de Stolz, con a,, = VI+HV24 -+ vn
y b, = ny/n. Como b, es creciente y tiene limite infinito podemos aplicar este criterio.

i Yt — Oy vn+1 Xy = | iugado]
1m ——— = llm = - or el conjugado| =
n—=oo b,y —b, n=(n+1)yn+1—nyn Y P e

) Vi1 ((n+1)yVn+1+nyn)

11m

=% (4 v+ 1=nyn) ((n+1)Vn+1+nyn)
lim (n+1)*+nyn(n+1) . n>+2n+1+nvn2+n _

nme ((n+1)° =) n—o0 3n% + 3n + 1

2/3.



2.- Sea f : IR? — TR definida por:

1
(1+ ol 3;2))ng2 zy # 0,
flz,y) = (1+y>1/|y‘ r=0ey#0,
(1 + 22)Y/lel y=0yz#0,
1 (z,y) = (0,0).

(i) Estudiar la continuidad de f en IR?.

(i) Definimos g : R — IR como g(z) = (f(%x, %x))m. Analizar la derivabilidad de g
y, en su caso, calcular la ecuacién de la recta tangente a g en el punto x = 0.

Solucién: (i) f es continua en R* — {(z,y) € IR* : zy = 0} por ser composicién de
funciones elementales. Falta examinar qué ocurre en puntos de las rectas: x = 0, es decir,
(0,a),a € R ey =0, es decir, (b,0),b € IR; y el limite en el punto (0, 0).

Para el cdlculo de  lim : f(z,y),a # 0 tenemos que distinguir dos regiones, ya que

(z,y)—(0,a

la funcién esta definida a trozos.

1
Ty _ 1 ——
(%y;;(o,a) Ty
lim (14 y2)1/ly\ =(1+ a2)1/|a\
(I,y):éO»a)

etv—1

Para * utilizamos: el infinitésimo  lim =1y, en ambos limites, que a # 0.

(z,9)—(0,0) TY
x#0

Por tanto, la funcién es continua en los puntos de la forma (0,a),a # 0. Calculamos
ahorael lim f(x,y),b#0:

(z,y)—(b,0)
1
lim (14 (22 + ) VI H Y = (14020
(2.5)=(b,0) Ty
y#0
Ii 1 2 1/lzl — (1 2)1/1b]
(zyy)lgogw( + %) (1+07)

Luego la funcién también es continua en estos puntos. Finalmente analizamos la con-



tinuidad de la funcién en el origen de coordenadas:

1
o dim (14— (@ + )V =17 =
(@9)=(0,0) Ty
zy#0
. 1 eV -1 5 o
(%y%l_z(ooﬁo) /—1'2 ¥ yg ( Ty (I + ) ))
e =
o g VY
z,y)—(0, x
e w0 Y = [ infinitésimo | = € = 1
oy | y
lim - lim Y—
(g ) = e et Yl
(wvyg)tzéO,O)
x? x
'zzl{no 0) W (z y%1—>1n(0 0) xﬂ
o lim (1 + 2?)Yll = [1] = L L

(z,y)—(0,0)
y=0

Asi pues la funcién es continua en todo IR%.

(ii) La funcién g esté definida como

(2e/2=1) @ #0,
1 xr =0.

Puesto que f es continua en IR?, su restriccién g es continua en IR. Ademas, g es derivable
en IR — {0} por ser composicién de funciones elementales que son derivables. Sélo falta
por analizar qué ocurre con x = 0. Procedemos mediante la definiciéon de derivada:

— (0 2e7°/2 — 2 w?/2 _q
i 9@ —9(0) _ . 2e"F -2 e
x—0 T x—0 T z—0 x2/2

Por tanto ¢ es derivable en x = 0y ¢’(0) = 0.

La ecuacion de la recta tangente en =0 es y — g(0) = ¢'(0)(x — 0) = y = 1.



3.- (i) Demostrar que la ecuaciéon z = nln(z) tiene a lo sumo dos raices para todo
n>1,x>0.
(ii) Demostrar que si n = 4 la ecuacién tiene exactamente dos raices.

(2 puntos)

Solucién: (i) Para demostrar que la ecuacion = nln(z) tiene a lo sumo dos raices
para todo n > 1,z > 0, basta aplicar el Teorema de Rolle. Para ello definimos en primer
lugar la funcién f, : Rt — IR, dada por:

fo(z) =2 —nln(x).

Esta funcién es continua y derivable en IR (teniendo en cuenta que IR" no contiene el
cero), ya que es composicién de funciones elementales. Por tanto, podemos aplicar el
Teorema de Rolle. Calculamos f! y estudiamos sus ceros:

n
fi(z)=1—==0 < z=n.

x
Como f] sélo se anula una vez, obtenemos que f,, se anulara a lo sumo dos veces.

(ii) Si n = 4, la funcién que consideramos es f(x) = r—41Inz. Por el apartado anterior
sabemos que se anula a lo sumo en dos puntos. Para demostrar que lo hace exactamente
en dos puntos basta que apliquemos el Teorema de Bolzano para encontrar dos intervalos
donde la funcién cambie de signo en los extremos.

Probamos con [1, €],

f(1)y=1>0

= existe x¢ € (1,e) tal que f(xg) = 0.
fle)=e—4<0 0 € (L,e) que f(zo)

Ahora en [e, €3],

fle)=e—4<0

— existe 71 € (e,€?) tal que f(xq) = 0.
e € (e,€%) tal que f(x1)



4.- Sea f: [—4,4] C R — IR definida por:

3 — (z+3)? —4 <x< -2
flz) = || -2 <z<l,
|z — 2| 1 <z <4,

(i) Estudiar la continuidad de f en [—4,4].

(ii) Estudiar los extremos relativos y absolutos de f en [—4,4] y hallar los valores de
maximo y minimo absoluto. ;El teorema de Weiestrass da alguna informacién o ayuda
en este estudio? (Justificar la respuesta).

Solucién: (i) En primer lugar analizamos como es la funcién f(z) examinando los
valores absolutos que aparecen:

3 — (z+3)? —4 <z< =2
—x -2 <z <0,
flx)y={ = 0 <z<1,
—(x —2) 1 <x<2,
(x —2) 2 <x<A4,

La grafica de f es:

Estudiamos la continuidad de la funcién f en los puntos donde cambia de definicion:

11%73—(33—%3)2:2
lim —z=2
lim —z =0
xr—0~
lim z =0
z—0+

lir{{le

lim 2—z=1

z—1+

lir§_2—x:0
lim 2 —2=0
r—2+

[—4,4

Por tanto, f es continua en [—4,4], que es compacto. Luego:



(ii) Por el teorema de Weiestrass f alcanza extremos absolutos en [—4, 4] que se hal-
laran entre los siguientes puntos:
(a) Puntos frontera del intervalo, —4 y 4.
(b) Puntos de no derivabilidad. Deben hallarse entre los puntos donde la funcién cam-
bia de definicién. Para calcularlos hallamos f’ y los limites laterales en los cambios de
definicion:
—2(x 4+ 3) —4 <r< -2
-1 -2 <z <0,
fl(z) = 1 0 <z<l1,
—1 1 <z <2,

2 <x<A4,

lim —2(z+3)=2

r——2"

Iim —-1=1

r——21

hr(r]l_ —1=-1
Iim 1=1

z—0t

lim1=1

r—1—

lim -1 =-1

r—1t

lim 1 =1

r—2+

{ lim —1=-1
r—2~

Por tanto, f no es derivable en x = —2,0, 1, 2.
(c) Puntos estacionarios, es decir, f'(z) = 0:

en (—4,-2) f'(x) =—-2(z+3)=0=2=-3
n (—2,0) f'(z) = —1 < 0 luego no existen
n (0,1) f'(x) =1 > 0, luego no existen

en (1,2) f'(z) = —1 < 0, luego no existen

en (2,4) f'(x) =1> 0, luego no existen

El signo de la derivada nos ayuda a clasificar los extremos locales o relativos de la
funcién, dado que ésta es continua:

/ N N / N /
—4 -3 -2 0 1 2 4

Del esquema anterior podemos decucir que f presenta un minimo local en los puntos,
r = —4,0,2 y un maximo local en los puntos x = —3,1, 4.

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funcién
en cada uno de los puntos obtenidos:



x f(z)
—4 2
4 2
-2 2
0 0 Minimo absoluto
1 1
2 0 Minimo absoluto
-3 3 Méximo absoluto




SEGUNDO PARCIAL DE CALCULO. 1 de junio de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.)

1.- Sea f : IR* — IR definida por:

ya*+1) y>0
sin(z? +y*)  y <O0.

flz,y) = {
(i) Calcular D;f(0,0) y D2f(0,0).
(i) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).
(iii) Dar la expresién del plano tangente a la superficie S =z +y + f(z,y) + 22 = 1 en el
punto (0,0, —1).
(iv) Sea a(t) = (t + 1, (t + 1)), t € R. Calcular la variacién de f a lo largo de la curva
« en el punto (1,1).

(4 puntos)
2.- Sea f:[—1,27] C R — IR definida por:
x? -1 <2<0
f(x) =4 sinzx 0 <z<m,
(x —m)3 T <ax<2r
(i) Calcular el drea encerrada bajo la grafica de f desde x = —1 hasta x = 2.

(ii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre —1 y 7
alrededor del eje OX.
(3 puntos)

3.- Encontrar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = zy en el conjunto
A={(z,y) e R?:y <2 +2, y* <22 +4, 2® +y* < 4}.

(3 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



FINAL DE CALCULO. 1 de junio de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.)

1.- Calcular los siguientes limites:

(i) lim ntan(jl B e Gl

n—oo n—oo

(ZZZ) lim n(l — COS(%)) (ZU) lim \/I—I— \/§—|— e \/ﬁ

n—00 n—00 na/n

(2 puntos)

2.- Sea f:[~1,27r] C R — TR definida por:

x? -1 <x<0,
f(x) =4 sinzx 0 <z<m,
(x —7)3 T <z <27

(i) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en [—1, 27].
(ii) Calcular el drea encerrada bajo la grafica de f desde x = —1 hasta x = 27.
(iii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(x) entre —1 y 7
alrededor del eje OX.
(4 puntos)

3.- Encontrar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = zy en el conjunto
A={(z,y) e R® 1y <z +2,y* <20 +4, 2> +y> < 4}.

(4 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



PRIMER PARCIAL DE CALCULO. 17 de mayo de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.)

1.- Calcular los siguientes limites:

n — sin(n)

(¢) lim @OManM(WMnﬁ+ﬁ+m+ﬁ

n—00 n n—00 n—00 n\/ﬁ

(3 puntos)
2.- Demostrar que la ecuacién x = tan(z) tiene una tnica raiz en el intervalo [—m /4, 7/4].

(3 puntos)

3.- Sea f:[—4,5] C R — IR definida por:

—2(z+3)2+4 —4 <z< -2

|| -2 <z<2,
J@) =1, 2 <z<4

(x —4)2+2 4 <gx<5.

(i) Estudiar la continuidad de f en [—4,5].

(ii) Estudiar los extremos relativos y absolutos de f en [—4,5] y hallar los valores de
maximo y minimo absoluto. ;El teorema de Weiestrass da alguna informacién o ayuda
en este estudio? (Justificar la respuesta).

(4 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



SEGUNDO PARCIAL DE CALCULO. 17 de mayo de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.)

1.- Sea f : IR* — IR definida por:

1—(22+y%) 2y <0,

f(fv,y):{

e 4oy xy > 0.

(i) Calcular D;f(0,0) y D2f(0,0).
(i) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).

(iii) Dar la expresién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto (0,0, £(0,0)).
(iv) Demostrar que la superficie del apartado anterior y la superficie 2 + x + y* +y +
2% — 2z = 0 se cortan en el punto (0,0, 1) formando un dngulo recto.

(v) Sea g : R* — IR? dada por g(u,v) = (2(u,v),y(u,v)) con z(u,v) = u® + >y
y(u,v) = u+ v. Demostrar que f o g es diferenciable en (0,0) y calcular d(f o ¢)(0,0).

(4 puntos)

2.- Se consideran las funciones f(x) = sin(z) y g(x) = z*. Se define

[ f@) sizelon
) = {g(x) siz € (m,2m|
(i) Hallar la funcién integral de h(z), H(x) = [5 h(t)dt.
(ii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre 0 y 7 alrededor
del eje OX.
(iii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre 0 y 7 alrededor

del eje OY.
(3 puntos)

3.- Encontrar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = (z — 1)?> + »? en el conjunto
A={(z,y) e R?: 2% +y* <4,y <z 44},

(3 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



FINAL DE CALCULO. 17 de mayo de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Piblicas (E.T.S.E.C.C.P.B.)

1.- Calcular los siguientes limites:

n — sin(n)

(¢) lim (i4) lim nsin(1/n) (iii) lim VItV24-t

n—00 n n—00 n—00 n\/ﬁ

(2.5 puntos)

2.- Sea f:[—4,5] C IR — IR definida por:

—2(r+3)2+4 -4 <z<-2
|| -2 <xz<2,
f@ =9, 2 <z<4
(x —4)2+2 4 <z <5,

Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en [—4,5].

(2.5 puntos)

3.- Se consideran las funciones f(z) = sin(z) y g(x) = z*. Se define

[ f(x) size[0,7]
hw) = {g(:v) si x € (m, 27|

(i) Hallar la funcion integral de h(z), H(x) = [y h(t)dt.
(ii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre 0 y 7 alrededor
del eje OY.

(2.5 puntos)

4.- Encontrar los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = (x — 1) + %? en el conjunto
A={(z,y) eR?: 2%+ <4,y <z 44},

(2.5 puntos)

ENTREGAR LOS PROBLEMAS EN HOJAS SEPARADAS.



SOLUCION DEL EXAMEN DE CALCULO
17 de mayo de 2000

Ingenieria Técnica de Obras Publicas (E.T.S.E.C.C.P.B.), Plan 96

P1-[1] y F-[1] .- Calcular los siguientes limites:

s 1 o4 ...
(i) tim =5 Gy i nsin(/n) (i) lim VIt V24t /i
n—00 n Nn—00 n—00 n\/ﬁ
Solucién:
1
. 1 - —
() lim n —sin(n) = lim (1 — —sin(n)) = A, n 0 = 1+0 x acotada = 1.
e n e n sin(n) acotada

(i) Jim nsin(L/n) = lim $20/7)

1 = [( infinitésimos equivalentes )] = 1.
n—oo n

(iv) lim \/T+\/§+”.+\/ﬁ:...

Para calcular este limite aplicamos el criterio de Stolz, con a,, = VIHV24 -+ vn
y b, = ny/n. Como b, es creciente y tiene limite infinito podemos aplicar este criterio.

Ly et = On vn+1

m ———— = =

n—=co by —b, = (n+1)Vn+1—nyn
Vi1 ((n+1)vn+1+nyn)

lim —

=% (4 )yn+1—nyn) ((n+1)Vn+1+nyn)
fim (n+1)2+m/n(n+1) . n24Lon+1l4tnv/n2+n

nme ((n+1)° = nd) n—o0 3n% + 3n + 1

[x y =+ por el conjugado] =

=2/3.



P1-[2] .- Demostrar que la ecuacién x = tan(z) tiene una unica raiz en el intervalo
[_71-/47 7T/4]
Solucién: (i) Para demostrar que la ecuacién z = tan(z) tiene una unica raiz en el

intervalo [—m /4, /4], basta aplicar el Teorema de Rolle y de Bolzano. Para ello definimos
en primer lugar la funcién f : [—7/4,7/4] — IR, dada por:

f(z) =z — tan(z).

Esta funcién es continua y derivable en [—7/4, 7 /4], ya que es composicién de funciones
elementales. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de Rolle. Calculamos f’ y estudiamos
su signo y sus ceros:

1

— == (/=0 < z=0)y f <0.
COs“ &

flay=1-

Como f’ s6lo se anula una vez, obtenemos que f se anulard a lo sumo dos veces. Pero
al ser f estrictamente decreciente y anularse en x = 0, sélo hay un cero de f, z = 0.
Obsérvese que no hemos aplicado el Teorema de Bolzano.



P1-[3] .- Sea f:[—4,5] C R — IR definida por:

—2(r+3)?+4 -4 <z<-2
|| -2 <z<2,
f@=1, 2 <ux<4
(x —4)?+2 4 <z <5

(i) Estudiar la continuidad de f en [—4,5].

(ii) Estudiar los extremos relativos y absolutos de f en [—4,5] y hallar los valores de
maximo y minimo absoluto. ;El teorema de Weiestrass da alguna informacién o ayuda
en este estudio? (Justificar la respuesta).

F-[2] .- Sea f :[-4,5] C IR — TR definida por:

—2(r+3)?+4 -4 <z<-2
|| -2 <xz<2,
H@=1, 2 <uz<4
(x —4)?+2 4 <z <5

Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en [—4,5].

Solucién: (i) En primer lugar analizamos como es la funcién f(z) examinando los
valores absolutos que aparecen:

—2(r+3)?+4 -4 <z<-2
-z -2 <x<0,
flz)y=3 ¢ 0 <z<2,
2 2 <zx<d4,
(x —4)2+2 4 <z <5,

La grafica de f es:

Estudiamos la continuidad de la funciéon f en los puntos donde cambia de definicién,



ya que en el resto del dominio es suma y producto de funciones elementales:

lim (v —4)?+2=2

r—4+

Por tanto, f es continua en [—4,5], que es compacto. Luego: (Nota: los estudiantes
que realizaron el examen final no necesitan hallar los extremos, pero si debéis estudiar la

derivabilidad cosa que hacemos a continuacién.)

(i) Por el teorema de Weiestrass f alcanza extremos absolutos en [—4, 5] que se hal-

laran entre los siguientes puntos:
(a) Puntos frontera del intervalo, —4 y 5.

(b) Puntos de no derivabilidad. Deben hallarse entre los puntos donde la funcién cam-
bia de definicién. Para calcularlos hallamos f’ y los limites laterales en los cambios de

definicién:
—4(x + 3) —4 <z< -2,

—1 -2 <z <0,
f'(z) = 1 0 <z<2,
0 2 <x<A4,
2(zx —4) 4 <z <5,

lim —4(x+3)=—4

r——2"

lim —1=-1

z——21

lim —1 = -1

z—0~

Iim 1=1

z—0t

|
|
{Jifgll—l
.

lim 0=0

r—27F

lim 0=0

T—4-

lim 2(z —4) =0

;L‘—>4

Por tanto, f no es derivable en —2,0,2.



(c) Puntos estacionarios, es decir, f'(x) = 0:

en (—4,-2) f'(x) =—-4(z+3)=0=2=-3

en (—2,0) f'(z) = —1 < 0 luego no existen

en (0,2) f'(xz) =1 >0, luego no existen

en (2,4) f'(z) =0, luego son todos los puntos de este intervalo
en (4,5) fllz) =2(x—4)=0=2=4

El signo de la derivada nos ayuda a clasificar los extremos locales o relativos de la
funcién, dado que ésta es continua:

/ N N / 0 /
—4 -3 —2 0 2 4 5

Del esquema anterior podemos decucir que f presenta un minimo local en los puntos,
xr = —4,0,4 y un maximo local en los puntos x = —3,2, 5.

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funcién
en cada uno de los puntos obtenidos:

x f(z)
—4 2
5 3
-3 4 Maéximo absoluto
—2 2
0 0 Minimo absoluto
2 2
(2,4) 2
4 2




P2-[1] .- Sea f : IR* — IR definida por:

1— (22 +9y*) xy <O,
T 4 gy xy > 0.

fz,y) = {
(i) Calcular Dy f(0,0) y D2£(0,0).
(i) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).
(iii) Dar la expresion del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto (0,0, £(0,0)).
(1 ) Demostrar que la superficie del apartado anterior y la superficie 2% + x + y* + y +
2% — 2z = —1 se cortan en el punto (0,0,1) formando un dngulo recto.
(v) Sea g : R* — IR? dada por g(u,v) = (2(u,v),y(u,v)) con z(u,v) = u? + 0>y
y(u,v) = u+ v. Demostrar que f o g es diferenciable en (0,0) y calcular d(f o ¢)(0,0).

Solucién: (i) Como la funcién esta definida de forma diferente en un entorno de (0, 0),
para calcular las derivadas parciales debemos proceder mediante su definicién:

f(O+h,0)— f(0,0) . eh2—1_' e —1 B B
Dis0.0) = fi T ST T e 0=t
f0,04+h) = f(0,0) -1 -1 B
D>f(0,0) = fim h ST T e =t

ey . . . . T __
Hemos utilizado el infinitésimo hr% 671 =1.
xTr—>

(ii) Si f es diferenciable en (0,0), entonces df(0,0) = (00) (candidato a diferencial).
Para demostrar que efectivamente f es diferenciable debemos calcular el siguiente limite
y comprobar que da cero:

L J0+ k0 k) = F(0,0) = dF(0,0) (9)
(h)(0.0) Vh? + k2

El valor del limite anterior depende de si nos acercamos a (0,0) por puntos tales que
hk < 0 o hk > 0, por tanto debemos realizar limites segin subconjuntos.

=0

(k) = [0 - df0,0) () 1-@ k) -1

lim = im
(h,z;l)];(oo,o) A /h2 + k2 (h,lz)kz(oo,o) ,/h2 + k2
lim —VAZ2+k2=0

(h,k)—(0,0)
hk<O0
L SR =00 - .0 (5) P k-
1m = m =
(h’IZ)&%O’O) h? + k2 (h’ﬁ)é%o’m h2 + k2
h2+k22 . 1

lim
h,k)— (0,0 2 2 2
( h>k2(0 ) h?+ k h? +k

k
————Vh? + k? + h——=—=—== = | infinitésimos equivalentes + 0 x acotada] = 0



(iii) Al tratarse de una superficie dada de forma explicita z = f(z,y) la ecuacién del
plano tangente en el punto (a,b, f(a,b)) es:

T—a 1 0 z 10
0=| y—0b 0 1 =y 0 1l)=z-1
z— f(a,b) Dif(a,b) Dof(a,b) z—1 0 0

Luego el plano tangente a nuestra superficie en el punto (0,0, 1) es z = 1.

(iv) Para demostrar que la superficie del apartado anterior y la superficie 22 + x +
y? 4+ y + 22 — 22 = —1 se cortan en el punto (0,0,1) formando un angulo recto. Basta
comprobar que ambas superficies pasan por el punto y que los vectores normales son
ortogonales. Recordar que el vector normal a una superficie de nivel en un punto (a, b, ¢)

es Vf(a,b,c).

En nuestro caso tenemos las superficies g1(z,y,2) = f(z,y) — 2 = 0y go(z,y,2) =
?rr+yity+22—-224+1=0.

(a) £(0,0)—1=0y¢(0,0,1) =04+04+0+0+1—-2+1=0. Luego se cortan.
(b) V£1(0,0,1) = (0,0,1)" y Vg2(0,0,1) = (1,1, —1)".

Comprobemos para finalizar que los vectores son ortogonales

(V£1(0,0,1),Vg2(0,0,1)) = ((0,0,1)", (1,1,0)") = 0.

(v) Para demostrar que f o g es diferenciable en (0,0) podemos utilizar la regla de la
cadena, dado que ya tenemos estudiada la diferenciabilidad de f en (0,0) = ¢g(0,0) y que la
funcién g es diferenciable en IR? por estar definida como un polinomio de grado dos y otra
de grado uno en varias variables. Por tanto, aplicando la regla de la cadena obtenemos
que f o g es diferenciable en (0,0). Ademds, d(f o g)(0,0) = V f(0,0)dg(0,0) = (0,0), ya
que Vf(0,0) = (0,0)"



F-[3] .- Se consideran las funciones f(z) = sin(z) y g(x) = x2. Se define

[ f(z) size]0,n]
W) = {g(m) six e (m, 2m]
(i) Hallar la funcién integral de h(z), H(x) = [y h(t)dt.
(i) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre 0 y 7 alrededor
del eje OY.

P2-[2] .- Se consideran las funciones f(r) = sin(z) y g(z) = . Se define

[ f(x) size[0,7]
hw) = {g(:v) six € (m, 27|

(i) Hallar la funcién integral de h(z), H(x) = [5 h(t)dt.

(ii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre 0 y 7 alrededor
del eje OX.

(iii) Hallar el volumen del sélido que se genera al girar la funcién f(z) entre 0 y 7 alrededor
del eje OY.

Solucién: (i) Como la funcién h estd definida a trozos su funcién integral H también
lo estard. Por tanto, debemos distinguir = € [0, 7] y = € [, 27].

oz c 0] H(x):/oxh(t)dt:/o sintdt = —cost|y =1—cosz

* 173—71'3
— 24
3

3

x e x t
oz € [r,21] H(x):/ h(t)dt:/ sintdt—i—/ dt =2+ 5
0 0 g

(ii) (Solo para los estudiantes que realizaron el segundo parcial). La férmula del
volumen de un sélido de revolucién alrededor del eje x generado por la funcién f desde
2 =ahastaz =bes V=1 [° f?(x)dr. En nuestro caso

m T 1 — cos(2 in(2z)\" w2
V:7r/ sinzxdx:W/ Mdl’zz g;_sm(m) -
0 0 2 2 2 o 2
(iii) La féormula del volumen del sélido generado al girar la funcién f(z) entre a y b
alrededor del eje OY es V = 27 [* 2 f(x)dx. En nuestro caso:

V:27T/ rsinx dr =
0

U=z du = dx x
=— a:cosx|g—|—/ cos xdr =
0

v'dr =sinxzdr v = —coszx
. s
—m+sinzly =7



P2-[3] y F-[4] .- Encontrar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = (z — 1)* + ¢*
en el conjunto
A={(zr,y) e R*:2” +¢* <4y’ <u +4}.

Solucién: En primer lugar representamos el conjunto A. Para ello hallamos las
intersecciones entre las dos curvas que lo definen

{(:E+3)2+y2:16 1

— (r+3)2+2r+14=16= 2°+8r+7=0= x:{
y? =2x + 14
Luego las curvas se intersecan en los puntos (—1,42v/3), (—7,0).

La curva (z+3)?+y? = 16 es una circunferencia de radio 4 y centro (—3,0) y la curva
y? = 2x + 14 es una parabola con vértice en (—7,0). Por tanto, el conjunto A es:

Nétese que f es una funcién continua (es una funcién polindmica) y A es un con-
junto compacto. Por tanto el Teorema de Weierstrass asegura la existencia de extremos
absolutos, que se encontraran entre los puntos siguientes:

(i) Vértices del conjunto A: (—1,42v/3), (~7,0)
(ii) Extremos libre de f en el interior de A:

Como estamos bajo hipétesis de diferenciabilidad podemos aplicar la condiciéon nece-
saria de extremo libre

of
e e
of y=20
8y_2y_0
(-1,0) € A

(iii) Extremos condicionados en las distintas fronteras.

(iii.1) Frontera descrita por la curva x = y?/2 — 7. Como la funcién = es explicita
podemos sustituir en la funcion.

hy) = flx=v*/2=T,y) = (y?/2—=6)* +y> = N(y) =2(1*/2—6)y +2y =0
y=0= (-7,0)
P —10=0= y=+£V/10 = (-2,+/10)

Luego los candidatos a extremo en esta frontera son: (—2,4+/10),(—7,0)



(iii.2) Frontera descrita por (z + 3)* + y* = 16. Como ninguna de las variables es
explicita tenemos que aplicar la regla de los multiplicadores de Lagrange para buscar los
candidatos a extremos. La funcién de Lagrange es

L(z,y) = (x + 1)* + v* + M(z + 3)* + ¢* — 16).

La condicion necesaria de extremo condicionado es:

oL

%:2(x+1)+2/\(x+3):0 y=0

oL

— =2y+2\y=0 — °

Oy =1

(x+3)?+y? =16
Si A = —1 llegamos a una contradiccion en la primera ecuacién de la izquierda. Por tanto,
y = 0. Sustituyendo en la condicién tenemos que x = —7 o z = 1. Luego los candidatos

a extremo son (—7,0), (1,0).

Para finalizar basta valorar la funcién en los puntos obtenidos:

(z,9) f(z,y)

(—7,0) 36 Méximo absoluto

(—2,+4/10) 11

(—1,42/3) 12

(—1,0) 0 Minimo absoluto

Solucién del Primer Parcial de Célculo (O.P.), Plan 96. (1997-98)

1.— Sea f: IR — IR definida por

Fa) = { —Bx+7) siz< -2

P —3r+1 si —2<az

Calcular los extremos absolutos de f en [—3, 3].




Solucién: En primer lugar estudiamos la continuidad y derivabilidad de f.
— f es continua en IR — {—2} por ser una funcién polinémica. En z = —2, debemos
calcular los limites laterales:

lim -8z +7)=-1

S — f es continua en — 2.
lim 23 -3z +1=-1
r——27F
— f es derivable en IR — {—2} por ser una funcién polindmica. En x = —2, debemos
estudiar la derivabilidad mediante la definicion:
— f(—2 1
T——2 T+ 2 z—=2 g+ 2

para resolver el Hmite anterior debemos calcular los limites laterales:

. —3Br—T7+1 T+ 2
Ilm — = lim -3 =-3
r——2" T + 2 r——2" T + 2 — f d . bl 2
no es derivable en — 2.
. x® =3z +2 . (@ =2z +1)(z+2)
lim ——— = lim =9
z——2+ T+ 2 z——2+ T+ 2

El Teorema de Weierstrass nos asegura la existencia de extremos absolutos de f en [—3, 3],
ya que f es una funcién continua en [—3,3] (compacto). Estos extremos se encuentran
entre los siguientes puntos:

(a) Puntos de no derivabilidad de f: -2.
(b) Puntos estacionarios de f: f' = 0.

(c) Extremos del intervalo de definicién: -3,3.

Calculamos los puntos estacionarios:
-3 si—3<x< -2
fi(z) =
312 -3  si—2<z<3
Luego f’ s6lo se anula para x € (—2,3).
f(z)=0 = xz=12=-1.

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funcion
en cada uno de los puntos obtenidos:



x f(z)
-3 2
-2 -1 Minimo absoluto
-1 3
1 -1 Minimo absoluto
3 19 Méximo absoluto
2.- Sean (a,) nelN C RyS,= Z ay la suma parcial n-ésima de la serie > a,.

k=1 n>1
(a) Probar que S, — S,_1 = ay,.
(b) Usar la parte (a) para calcular el término n-ésimo de una serie cuya suma parcial
n-ésima es

_on
" 2n 3
(¢) Si (an), N es la sucesién hallada en (b), estudiar la convergencia de la serie - a, y
n>1
en caso de ser convergente hallar la suma.
Solucién:
n n—1
(a) Sp = Sp1 = 3 ax — X ax = an
= k=1
b) 5i S, =
(Y88 =573
n n—1 n n—1 3
ay, = =

M+3 2m—2+3 2m+3 2m+1 (2n +3)(2n +1)°

(c) La serie Z an, converge sii existe lim 5, y ademas Z an = lim S,. Por tanto basta
n=1

calcular el hrmte anterior para este caso.

n 1
lim S, = lim =.
s neeo2n 3 2
2,2
3.— Encontrar el rectangulo de drea maxima inscrito en la ehpse —+ i 1,cona,b > 0.

Solucion:



El area del rectangulo es

A(z,y) = 2z - 2y = 4zy, con z,y > 0.

2 2

La relacion entre las variables esta dada por la ecuacion de la elipse — + = 1, por
a
tanto despejando una de las variables tenemos:

/ 2 b
y:b 1_%:E\/CL2—I2.

Sustituimos este valor en la funcién A,

Ax) = 4xé\/ a? — 2.

a
Para hallar los extremos de esta funcién derivamos e igualamos a cero.
b x? ba® — x? — 2? b 1

Al(z) = 42[Va — 22 — —4° —4°
(z) a[ ot a2—x2] a +a?—x2 av/a? — 2

(a® —22%) =0

a
— ?=2% <— r=4+—

\/57
>0 = N b Ja
como x To = —— — g2 - — = .
0 \/§ Yo a \/5
Comprobamos si (zg, o) es un maximo de A. Para ello podemos proceder de dos

formas:

(1) Estudiar el signo de A’, el cual s6lo depende del signo de a? — 2z, que es una
parabola que se anula en x = \;ﬁ yen = _\jﬁ'

Siz<xzg = A >0.
Six >z = A <0. Por tanto se trata de un maximo para A.
(2) Estudiar el signo de A”(xg).

A — 4[) —dzva? —2? — (* — 22%) S b —dx(a® — 2?) + (a® — 22%)x
(z) = &[ a? — 2 I= a (a? — 22)3/2




b . 2x% — 3a?
— 45%[7((12 — x2)3/2].

Evaluamos A” en el punto xg:

a b a 2% — 342 b 2a?

V2 g

RRRVCTE S

A"( = —16— <0 = ¢ es un maximo
a

para A.



1
4.—Sean a > 1y f(z) = 5(3:+ g), x> 0.
x
(i) Demostrar que f posee un unico punto fijo, es decir, existe un zy > 0 tal que f(zg) = xo,

y calcularlo.
(ii) Sea (zn), N la sucesién definida de forma recurrente por

Tpt1 = fxn), xo = a > 1.

Demostrar que:
(a) (zn), N estd acotada inferiormente por /a.
(b) (zn),cIN €s una sucesién decreciente.
(c) Estudiar la convergencia de la sucesién y probar que el limite es el punto fijo de la
funcion f.

Solucion:

(i) Los puntos fijos de la funcién f son los ceros de la funcién g(x) = f(z) — z. Por
tanto basta demostrar que existe un unico cero de la funcion g.

Para acotar el nimero de ceros podemos aplicar el Teorema de Rolle a g ya que es
una funcién continua y derivable, por serlo f y la identidad.

1 « 1 o'
"2)=flz)—1==(1-—=)—-1=——— — =0+
—1:% < 2% = —q, lo que es imposible en IR, por ser a > 1 > 0.
x

Por tanto, g tiene a lo sumo un cero y en consecuencia f tiene a lo sumo un punto
fijo.
Supongamos que z es un punto fijo de f, entonces

1 Qo o T
5(1'0"‘;0):.1'0@ 271’025 <:)xg=a<:)x0:\/a,

ya que o debe ser positivo.
(ii) La sucesién definida de forma recurrente es:

1 Q
Tpy1 = 5(1‘" + 7)7 To = Q.

(a) Debemos demostrar que x, > y/a.

Tn > o = F(Tp1+22) > Va = 2l +a>2r, /o =

Tn—1
22 =2z, /at+a>0 = (z,01 — Va)’ >0,
desigualdad que es siempre cierta.

(b) Debemos demostrar que x,11 < Z,.

1

Tpy1 < X, §(xn+ﬁ) <z,

2 +a <202 <= a<1? = Ja<uz,



desigualdad que es cierta por el apartado (a).

(¢) Como (z,) es una sucesién decreciente y acotada inferiormente el Teorema de la
convergencia mondtona asegura que (x,) converge. Ademads si ¢ = lim x,, se verifica:
n—oo

1
limxnﬂzlim%(a:mrﬁ) — £:§(£+%) —
22 =P +a <= P =a < (= ,/a,

ya que el limite debe ser positivo, por ser (z,) una sucesién de términos positivos. Por
otro lado vemos que el limite coincide con el punto fijo de la funcion f.

5.— Sea f : IR*> — IR la funcién definida por

(v —z)(e" ¥ = 1)
flz,y) = r? — 92

z2—1
2

si 2 —y2#£0

si 2?2 —y?=0

(i) Estudiar la continuidad de f en IR®.
(ii) Sea ¢ : R — IR definida como g(z) = f(z,1). Estudiar la derivabilidad de g en R y
en su caso calcular la funcion ¢'.

Solucion:

(1) La funcién f es continua en IR* — {2% — 32 # 0} por ser composicién de funciones
elementales que son continuas. Debemos estudiar sélo la continuidad en los puntos de
las rectas t —y = 0y x +y = 0, ya que entorno de estos puntos la funcién cambia de
definicion.

e x —y = 0, los puntos son de la forma (a,a), a € RR.

3 _ 3 _ =y _ ]
lim 2 ° (e —1)= lim yore =

(z,y)—(a,a) T2 — y2 (xy)—(a,a) T+Y T—Y

at—a a’-1

5 T3 = f(a,a) sia#0

indeterminado sia =0

Para resolver la indeterminacion debemos calcular el limite mediante los limites por
rectas:
miz® — x oo omia?—1 —1

y=mzr — lim — = lim = ,
=0 X+ mx a—0 14+m 14+m

como este ultimo limite depende de las rectas, la funcién no es continua en el (0,0),
pero s” i lo es en los puntos de la forma (a,a), a # 0.

e v +y =0, los puntos son de la forma (a, —a), a € IR. Podemos suponer a # 0, ya
que del apartado anterior sabemos que no sera continua en este caso.
yP—zet V-1

lim (e =1)=  lim =
(z,y)—(a,—a) T — Y (z,y)—(a,—a) T + Yy r—yy

Y-




Luego f no es continua en los puntos de la forma (a, —a).

(ii) La funcién g(z) = f(z,1) estd dada por:

Q-a) e =1 ey
g(z) = PO six#1,-1 _ —T1 si x#£1,—1
0 six=1,-1 0 six=1,-1

La funcién g es continua en R —{—1}, ya que la funcién f no era continua en (—1,1). Por
tanto también sabemos que g no serd derivable en x = —1. Por otro lado g es derivable
en IR—{1,—1} por ser composicién de funciones derivables y no anularse el denominador.
Luego solo nos falta por estudiar la derivabilidad en el punto x = 1, que debemos efectuar
mediante la definicién.

glx) —g(1) _ .~ et o1 1]

g'(1) = lim = lim = lim —— =——
z—1 r—1 z—1 xr—1 z—1 r—1 x+1 2

lo que implica que g es derivable en x = 1.

Por ultimo la funcién derivada es:

e 141 :

— 5 S1 X 1

g/(x) _ { (z+1)2 . 7é
siz=1

SOLUCION EXAMEN DE CALCULO. 27 de MAYO 1998

Enginyeria Tecnica d’Obres Publiques, Pla 96.

P1, F3.— Calcular la distancia minima y maxima del punto (1,0) al conjunto

A={(r,y) e R*: (x —2)" +y° < 4,2y <6 -z, 2 < 3}.

Solucién:
La funcién que debemos optimizar es d((z,y), (1,0)) = ((z — 1)? + 3?)"/2. Pero para
simplificar los calculos podemos considerar
fla,y) = (z—1)* +y°,
ya que los puntos extremos de ambas funciones son los mismos.

Determinamos en primer lugar como es el conjunto A donde debemos calcular los
extremos. Para ello buscamos los puntos de corte de las diferentes curvas que definen el
dominio.

()

{ (e—2P+y?=4 PSR s

=4 = 522 —28x+36=0.
2y =6—x 4
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Luego los puntos de corte son (2,2) y <€’ g)

(b)

— y2:3.

(x—2)*+y*=4
r=3

Luego los puntos de corte son (3,v/3) y (3, —/3).
()
=3
20=6—= .

Por tanto el conjunto A es el representado en la Figura 1.

Luego el punto de corte es (3, 5)

Notese que f es una funcién continua (es una funcién polindmica) y A es un con-
junto compacto. Por tanto el Teorema de Weierstrass asegura la existencia de extremos
absolutos, que se encontraran entre los puntos siguientes:

(i) Vértices del conjunto A:
(ii) Extremos libre de f en el interior de A:

Como estamos bajo hipotesis de diferenciabilidad podemos aplicar la condiciéon nece-
saria de extremo libre

ng(z—l)zO r=1
—=2y=0 y=0
dy

(1,0) € A

(iii) Extremos condicionados en las distintas fronteras.



(iii.1) Frontera descrita por la curva x = 3 con y € [—+/3,3/2]. Como la funcién es
explicita podemos sustituir en la funcién.

hWy)=f(3y)=4+y* = H(y)=2y=0 = y=0.

Luego el candidato a extrmo en esta frontera es:
(3,0)

(iii.2) Frontera descrita por la curva 2y = 6 — x con x € [2,3]. De nueva podemos
sustituir la condicién en la funcion.

(6 —z)? . 1

k(z) = (z — 1) + 1 k:/(x):2(x—1)—§(6—x):o = =2

Pero este punto es un vértice del conjunto y ya esta considerado en (i).

(iii.3) Frontera descrita por (z — 2)? + y*> = 4 con x € [2,3]. Como ninguna de las
variables es explicita tenemos que aplicar la regla de los multiplicadores de Lagrange para
buscar los candidatos a extremos. La funcion de Lagrange es

L(z,y) = (x — 1) + y* + A((z — 2)* + 7).

La condicion necesaria de extremo condicionado es:

oL
%:2(5B—1)+2)\($—2):O y=0
= =2+ 22y =0 - 0
Oy A=-1
(v =22 +y*=4
Si A = —1 llegamos a una contradiccién en la primera ecuacién de la izquierda. Por tanto,

y = 0. Sustituyendo en la condicién tenemos que x = 4 o x = 0. Pero el punto (4,0) no
estd en la frontera que estamos considerando. Luego el candidato a extremo es
(0,0)

Para finalizar basta valorar la funciéon en los puntos obtenidos:

La distancia méxima es /7 y la minima 0.



(z,9) f(z,y)

(2,2) 5

(3,3/2) 6,25

(3,—V3) 7 Méximo absoluto
(1,0) 0 Minimo absoluto
(3,0) 4

0,0) 1

P2.— Probar que el sistema
P42 =9
zy+z2=0
define implicitamente = = x(z), y = y(z) en el entorno de (z,y,z) = (2,1,—2). Si

a(z) = (x(2),y(z), z) denota la curva definida por el sistema anterior, calcular la recta
tangente v el plano normal a o en z = —2.

Solucion:

Las funciones que definen el sistema son fi(z,y,2) = 22 +y?* + 22 =9y folz,y,2) =
xy + z. Veamos que se verifican las tres condiciones del Teorema de la funciéon implicita
entorno del punto (2,1, —1).

(i) f1(2,1,-2) =44+ 14+4—-9=0y f2(2,1,—-2) =2 -2 =0. (si)
(i)

oft of1 __ ofi __
ofs __ Ofs __ Ofs __
% =Y B =T G =1L

Luego existen las derivadas parciales y son continuas por ser funciones polinémicas, es
decir, f - (fla f2) S C(l) (Sl)
(iii)

ofh Oh
or Oy 4 2 .
of, of, :’1 2':67&0.(81)

or 0Oy (2,1,—2)

Por tanto, el Teorema de la Funcién Implicita asegura que existen U((2,1)), V(-2) y



funciones x = z(z) y y = y(2) diferenciables en V(—2), tales que z(—2) = 2, y(—2) =1
y verifican el sistema. Ademas,

) L[4 2\ [ 4 L2 2\ [ —4 5/3

J(=2) ) 6\1 2 1) 6\ -1 4 1) \—43)
Si a(z) = (z(2),y(2), 2) es la curva definida por el sistema, su vector tangente en —2 es
o'(—2) = (5/3,—4/3,1). Por tanto, la recta tangente a la curva en z = —2 es:

r—2 y—1 242
5/3  —4/3 17

y el plano normal es:

Y 4
g(x—Q)—g(y—1)+(z+2):O — br—4y+ 3z =0.



P3, F4.— Sea R = {(z,y) € R? : v > 3%, o < 3 — 2%},

(i) Calcular el area de R.

(ii) Hallar el volumen del sélido de base R cuyas secciones transversales, perpendiculares
al eje x, son cuadrados.

Solucion: Calculmos los puntos de corte de las dos parabolas.

xr = ?
— x=1.
r=3—2y°

Por tanto los puntos de corte son (1,1) y (1, —1). Representamos en la Figura 2 el recinto
encerrado entre las dos parabolas.

(i) Por simetria el drea pedida es el doble de:
2..3—7x

/fd +/ -k I Ea L
€T = 5 = 4
3 0 3 2 1

Por tanto el area pedida es 4.

(ii) Aplicamos la férmula del volumen por secciones:

V= /A(a:)d:z:

Como las secciones son cuadrados tenemos que A(x) = [?(z). Donde I(z) es

(1) Siz € [0,1], l(x) = x — (—/x) = 2/x.

SRR i = Y =

Por tanto,

1 3
V = /4xd$ + /2(3 —z)dr = 2x2‘; - (3— m)Q’j = 6.



P4.— Sea f : IR? — IR definida por:

Floy) = x%ysin%cosyi2 si zy #0
’ 0 si xy =0

(i) Estudiar la diferenciabilidad de f en el punto (0,0).

(ii)) Sea g : R — IR la funcién definida por g(x) = f(x, —=). Calcular, si existe, la

NGS
Vit

derivada de [ g(z)dx.
0

Solucién:
(i) Veamos en primer lugar que f es continua en (0,0).

1 1
lim  2%ysin — cos — =0,
(z,y)—(0,0) T Y

ya que sin % cos y% es una funcién acotada y x?y tiende a 0. Por tanto, f es continua en

(0,0).

Calculamos las derivadas parciales:

OF _ iy S0 = J(0.0) _ 3 020 _ = 0,
a‘x h—0 h h—0 ]’L h—0
Oy JOR = JO0) 3, 00 56
ay h—0 h h—0 ]’L h—0

Comprobamos si V£(0,0) = (0,0) es la diferencial de f en (0,0):

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (hk)—(0,0) \/h2 + k2 ’

debemos distinguir tres casos:

(1) hk # 0.

h%k sin + cos %5 k 1
(¥) = lim TR _ i p2 " sinlhcos — = 0.

hok)—(0,0 V2 2 (k—00 /2 2 2
( h)k;aé(o ) h* + k hk#£0 h* + k k

(2)h=0
. 0
<*) o (h,kligélo,()) Vh? + k2 =0
(2) k=0

0
lim ——=0
(h,k});éo,o) A /h2 + kz

Como los tres limites existen y valen 0, el limite (x) también existe y vale 0. Por tanto f
es diferenciable en (0,0) y df(0,0) = (0,0).

() =



entonces

S o) — L

(i) Si g(a) = f(z, ),
—1 2sinl T

sy ={ VA M 17O

0 =0

La funcién g es continua en IR — {0} por ser composicién de funciones elementales y no
anularse el denominador. Veamos si es continua en z = 0.

1 1
lim ——=a%sin — = 0 = ¢(0).

e—0 /T T

Por tanto g es continua en IR.

Vit
Sea F(t) = [ g(x)dz. La fucién F es derivable, ya que g es continua y por tanto su
0

funcién integral serd derivable. Ademéds v/t es derivable en IR™.

1 1 1 1 1 1
i \/Zsin

F'(t) = g(ﬁ)m = —ﬁtsm Jindi -~ asm NG

2
x
F1.— Demostrar que las curvas = +y? =17y 2% —y? =1 se cortan ortogonalmente.

Solucion:

En primer lugar hallamos los puntos de corte de las dos curvas.

2

x 2
=1 2 3 3
. 3 NG V2

Por tanto los puntos de corte son

\/_ 2 \/_ ’ \/_ 2 \/5 2
Para demostrar que se cortan ortogonalmente basta probar que los gradientes a cada
una de las curvas en los puntos de interseccién son ortogonales ya que ambas curvas estan

definidas como curvas de nivel de las funciones fi(z,y) = ? + y v folx,y) = 22 — 2.
Vhiley) = (Gr,29) 1
T, Yy) = (3%, 2y
3 = <vf1(x7y)vvf2(xay)> = *5172—4y2.

Vo, y) = (2, —2y)
El valor del producto escalar anterior en cualquiera de los puntos de interseccion es:

4, o, 43 1
e I S S )
v oAy =g mdg =0

Por tanto las curvas se cortan ortogonalmente.



2.—Sean a,b € IRy f: IR — IR la funcién definida por:

2+ 1

o six <0
fla) = ar+b

————— sl x>0
2+ 2x+1 S

(i) Hallar los valores de a,b para que f sea continua en x = 0 y tenga derivada nula en
T = 2.

(i) Estudiar la derivabilidad de f en IR para los valores de a y b obtenidos en el apartado
anterior.

(iii) Hallar los extremos absolutos de f en [1,4] para los valores de a y b obtenidos en el
apartado (i).

Solucién: (i) Para que f sea continua en = 0 deben existir y coincidir los limites
laterales de la funcién en z = 0:

2
1
lim = +1 ——1
x—0—- T — b:—l
ar +b
im — =
x~>0+[E2—|—2[E+1

La funcién f es derivable en x = 2 ya que es cociente de funciones derivables y no se
anula el denominador, debemos imponer que la derivada sea nula:
a2z +1) - (ax —1)(22+2)  —ar® +2zx+a+2

= iz >0.
(22 + 2z + 1)? (22 + 2z +1)2 o

f'(x)

f'2)=0 <= —-3a+6=0 <= a=2.

(ii) Consideramos ahora la funicén con los valores a =2y b = —1.
241
v +1 six <0
fz) = v §x -1 -
—————— 8
22zl "

La funcién f es derivable en IR — {0} por ser composicién de funciones derivables.
Para estudiar la derivabilidad en = = 0, debemos calcular los limites laterales.

241
— +1 1
TG Rl O V= i AL O
rz—0~ A r—0~ e z—0- x — 1
2zx—1
r—0+ X z—0t xT =0+ 22 + 22 + 1

Por tanto f no es derivable en z = 0.

(iii) f es una funcién continua y derivable en el conjunto compacto [1,4]. Por tanto
el Teorema de Weierstrass asegura la existencia de extremos absolutos en este intervalo.

Para calcularlos debemos distinguir entre el interior del intervalo y las fronteras:



(1) (1,4). La condicién necesaria de extremos libre es:

222 +2x+4
/ p—
(@) (22 4 22+ 1)?

Para finalizar basta valorar la funcion en los diferentes puntos:

x f(x)
-2 —5/9 | Minimo absoluto
1 1/3 | Maximo absoluto
4 7/25

SOLUCION DEL EXAMEN DEL PRIMER PARCIAL DE CALCULO.

Ingenieria Técnica de Obras Publicas (E.T.S.E.C.C.P.B.), Plan 96

1.- Sea f : IR* — IR definida por:

xz_yz
P vy
flzy) =4 2z T = -y,
In(z2 — 4% + 1
n(z? —y* +1) v <y
r+y

(i) Estudiar la continuidad de f en IR?.
(ii) Definimos g : R — IR como g(z) = f(z,1). Analizar la derivabilidad de g en IR y,

en su caso, calcular ¢'.

Solucién: (i) f es continua en IR? — {(x,y) € R* : z = —y} por ser composicién de
funciones elementales. Falta examinar que ocurre en puntos de la recta x = —y, es decir,
(a,—a),a € R. Para el cdlculo de ( )lir(n : f(z,y) tenemos que distinguir tres regiones,

z,y)—(a,—a
ya que la funcion estd definida a trozos.
2 _ 2
Tt —y ) (z +y)
— = 1 —y)—" =2
(m)irg,—a) erty — 1 <x,y>l>r<%,—a> (r =) erty — 1 4
r>—y T>—y

lim 22 =2a
(z,9)—(a,—a)

r=—y
(a2 — y? + 1 (a2 — y? + 1
lim n@ =y +1) = lim n@” —y + )(x —y) = 2a.
(z,y)—(a,—a) €T + y (z,y)—(a,—a) ])2 _ y?
r<—y <~y

En (1) debemos suponer que a # 0, ya que como dividimos por z — y, debemos asegurar
que es distinto de cero, y esto ocurre si a # 0. Por tanto, el limite existe y vale 2a =



f(a,—a),a # 0, es decir, f es continua en estos puntos. Cuando a = 0 debemos calcular
el dltimo limite de la siguiente forma:

In(z?2 —y?>+1 In(z?2 —y?> +1
i ( v+ ): lim ( 5 y2—|- )(x—y):()
(:c,gc):_(yo,O) r+vy (m,g):_(;,m Tt =y
lim L =,
(@y)=(0,0) x + Yy
acz<:—yy

(i) La funcién g esté definida como

2 —1 1

76“1_1 xr > ,
g(z) = f(z,1) = ¢ =2 T =—1,

1 2

ne r < —1.

z+1

Por el apartado anterior sabemos que g es continua en IR. Ademads g es derivable en
IR — {—1} por ser composicién de funciones elementales que son derivables. Sélo falta por
analizar qué ocurre con x = —1. Procedemos mediante la definicion de derivada.
o 9@ —g(=1) _
r——1 z+1
Para calcular este limite tenemos que calcular los limites laterales.

x?—1
oy e 1 +2 y 2% — 3 4 2e*H! " 2x + 2+
== = lim = lim
o T | et (e — 1) (2 + 1) a—mit e (g + 1) + (en+ — 1)
) 2 + 2€x+1
= lim =9
In(z2 2
e lim n(z’) = lim — =-2.

z——1- x+ 1 z——1— T

(En los célculos anteriores se ha aplicado la regla de L'Hopital).

Por tanto ¢ no es derivable en x = —1. Para finalizar calculamos ¢'.
"2z —2?+1) — 22
> —1,
/ (ex+1 — 1)
g'(x) =
2(x+1) — zlnz?
r < —1.
x(z+1)2

2.- (a) Sea (y,) una sucesién de ntimeros reales tal que nlg& Y, = a. Calcular el siguiente
limite:




(b)Una sucesién (z,,) es una progresiéon aritmética si existe d € R tal que
Tpr1 =d+x,, n>1.

(i) Probar que 2, =z + (n —1)d, ¥n € IN.
(ii) Probar que 1 + -+ + x, = n£171 + l’n'

2
(iii) Calcular

12
Mﬂﬁ+ﬁ+“+%)

Solucién: (a) Para el célculo del limite podemos aplicar el criterio de Stolz ya que la
sucesion del denominador In(n) es estrictamente creciente y tiene limite infinito.

Y | Y2 Yn Yn+1
7+7+...+7
Jim LB = i L = iy e — i S —a
n(n) (20 (n+1)n(1 + )
n n n

1 1
donde se ha aplicado que In(1 + —) es un infinitésimo equivalente a —.

n n
(b) Sea (z,) una progresién aritmética es decir

Tpi1 =d~+x,, n>1.
(i) Para probar que z,, = z1 + (n — 1)d, Vn € IN, procedemos por induccion.

Por definicién x5 = d+x; = 21 + (2 — 1)d, por tanto se verifica la férmula para n = 2.
Supongamos que es cierta para n, es decir, z,, = 1 + (n — 1)d (H.I.). Debemos probarla
paran+ 1,

Tpr1 =Tpt+d=x1+ (n—1)d+d= 1z, +nd.

Luego la féormula es cierta para todo n € IN.

. 1+, . .,
(ii) Para probar 1 +---+x, =n : 7 procedemos de nuevo por induccién.
Ty + T2 , .
Para n =2, x1 + 19 = 2———— luego la férmula es cierta. Supongamos ahora que es
cierta para n, es decir, 1+ -+, =n ! 5 Debemos probarla para n + 1.
1+ xy, 1+ Tpgr —d
SL’1+"'+$n+SL’n+1 INT+$n+1 :nf‘i‘ﬂj}”ﬂ
X1+ Tpe1  dn X1+ Tpe1  dn 21y
—p= d=n-t't=on+t =77, =21
n 5 5 +x+n n 5 + 5 + 5
T+ Tpq . dn + x4 oy
B 2 2 2
1+ Tpt1  Tpy1 | 21 T1+ Tpt1
=n + + ==+ 1)/
2 2 2 ( ) 2

(iii) Usando el apartado anterior obtenemos que

Il+n n(n+1)

14+24... =
—l——l——i—nn2 2



Por tanto el limite pedido es

n(n+1)
12 n 5 1
Jim (5 og et og) = lim S =5

1
3.- Se considera la funcién y(x) = —. Demostrar que el drea del triangulo formado por

los ejes de coordenadas y la recta tangente a y(x) en el punto x es constante.

Solucién: Calculamos en primer lugar la ecuacién de la recta tangente a la curva

1 1
y = y(x) = — en un punto genérico (zy,yo), donde yo = —.
T Lo

1

Yy —yo =y (w0)(x — x0) = —;%(x — Zo).

Hallamos ahora los puntos de corte de dicha recta con los ejes coordenados:

(0 — )
—Y=——@—2x
v g Vo= = 270
y=0
1
y—yoz—ﬁ(x—%) 2
r=0 0
( ., , 1
Por tanto, el area del triangulo serd A(zg) = 5(2%—) =2.
Lo
4.- Sea f : IR — IR definida por:
|z + 2| —2 —4 <z <0,
flx) =9 2
max{0, —z* + 4z — 3} 0<z<A4

Calcular los extremos absolutos de f en [—4,4].

Solucién: En primer lugar analizamos como es la funcién g(x) = max{0, —z* + 4z —
3}, 0 < x < 4. Para ello, estudiamos el polinomio —z? + 4x — 3. Sus raices son zg = 1
y o1 = 3, ademds como el coeficiente de 22 es negativo su grafica es:



Por tanto,

0 0<zx <1,
g(z) =4 —2*+4r-3 1<z<3
0 3<ax <4

La funcién f puede ser definida de la siguiente forma:

—(z+4) —4 << -2,

x —2<x <0,
f(x)=2 0 0<z<1,

—22 4+ 42— 3 l<x<3

0 3<x<4.

Estudiamos la continuidad de la funcién f en los puntos donde cambia de definicion:

{ lim —(z +4) = 2

lim z = -2
r——21

lim 0=0

z—0t

{ lim =0
rz—0~

lim —x? 442 —3=0

r—1+

{ lim 0=0
r—1~

lim 0=0

r—31

{ lirgli—x2+4m—3:0

Por tanto, f es continua en [—4,4]. Por el teorema de Weiestrass f alcanza extremos
absolutos en [—4, 4] que se hallardn entre los siguientes puntos:

(i) Puntos frontera del intervalo, —4 y 4.

(ii) Puntos de no derivabilidad que son z = -2, x =0, x =1y x = 3.

(iii) Puntos estacionarios, es decir, f'(x) = 0:

En (—4,-2) f'(z) = —1 # 0, luego no existen.

En (—2,0) f'(z) =1 # 0 luego no existen

En (0,1) f'(z) =0, luego todos son estacionarios
En (1,3) f'(z) = —2x + 4, luego x =2

En (3,4) f'(z) =0, luego todos son estacionarios

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funcion

en cada uno d9 los puntos obtenidos: )
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x f(z)
—4 0
4 0
-2 -2 Minimo absoluto
0 0
1 0
3 0
(0,1) 0
2 1 Méximo absoluto
(3,4) 0

1.- Calcular los siguientes limites:

(i) Jim cos(n)In(n? —n +1)

n—oo n

(i) lim 2n(ew — 1)

(i44) lim (1 sin(L) + )" () Jim VI4V24- 4 yn

Solucién:
In(n? — 1
. cos(n)In(n? —n + 1) _ | lim n(n”—n+1) = (0 escala de infinitos |
(Z)T}Lrglo = | nSoo n = 0x
" cos(n) acotada
acotada = 0.
. 1 (e =) .
(71) lim 2n(en — 1) = lim 2°——= =2 infinitésimos equivalentes.
1 1 n im sin(+
iii) lim (= sin(=) +1)" = 1] = e Z 0 21,
( )n—m n n

(iv) lim \/I+\/§+”'+\/ﬁ:...
n—oo n\/ﬁ

Para calcular este limite aplicamos el criterio de Stolz, con a,, = VI+HV24 -+ vn
y b, = ny/n. Como b, es creciente y tiene limite infinito podemos aplicar este criterio.

. Up+1 — An . V1 + 1
lim ———— = lim =
n—eo b,y —b, = (n+1)yn+1—nyn
Vi1 ((n+1)yVn+1+nyn)

lim —

=% (4 )Y+ 1=nyn) ((n+1)Vn+1+nyn)
lim (n+1)*+ny/n(n+1) b n>+2n+1+nvn2+n _

nme ((n+1)7 —n?) o 3n2 +3n + 1

[x y =+ por el conjugado] =

2/3.



2.- Estudiar la continuidad de f: IR? — IR definida por:

$2 __y2
flay) =1 2 ==,
si 2 .2
sin(a” — y) r < —y.
r+vy

Solucién: (i) f es continua en IR? — {(z,y) € IR* : x4y = 0} por ser composicién de
funciones elementales. Falta examinar qué ocurre en puntos de las rectas: z +y = 0, es
decir, (a,—a),a € R.

Para el calculo de ( )lir(n : f(z,y) tenemos que distinguir dos regiones, ya que la
z,y)—(a,—a

funcion estd definida a trozos.

? =y : T4y

im ——= lim ——(r—vy)=2a
(z,y)—(a,—a) e:ery — 1 (z,y)—(a,—a) €x+y — 1

T>—y z>—y

sin(z? —y%) , .. sin(z? — y?)

im —7"= lim ————(r—y)=2a
@y)—(a—a) x4y @y)—(a—a) 2 — g2

r<—y r<-y

(* este paso estd bien hecho siempre que a # 0, por lo que realizaremos este caso al final
y supondremos ahora que a # 0).

Por tanto, la funcién es continua en los puntos de la forma (a, —a), a # 0. Calculamos

<02 2
. sin(z —

ahora el lim M :
(z,5)—(0,0) r+y

r<—Y

sin(z? — 1?) B
(z,y)lg(lo,O) W(w —y)=0
<l —y
z—y#0 . 0)
lim sin( =
(@z?igxn T +_y
z—y=0

Luego la funcién también es continua en este punto.



3.- (i) Demostrar que las curvas y,(z) = e ya(x) = e” — 1 se cortan en un dnico

-1
punto en el intervalo (—oo, 1).
(ii) Demostrar que las rectas tangentes a las curvas anteriores en el punto = 0 tienen

direcciones ortogonales.

Solucién: (i) Para demostrar que las curvas dadas se cortan en un tinico punto basta
aplicar los Teoremas de Bolzano y Rolle. Para ello definimos en primer lugar la funcion
f:(=00,1) — IR, dada por:

f(x):xil—e”jtl.

Esta funcién es continua y derivable en (—oo,1) ya que es composicién de funciones
elementales y no se anula el denominador. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de
Rolle. Calculamos f’ y estudiamos sus ceros:

-1 -1
"(2)= ——= —¢e"=0 —— ="

que es imposible en IR por tanto como f’ no se anula f tendra a lo sumo un cero. Para
demostrar que lo hace exactamente en un punto basta que apliquemos el Teorema de
Bolzano para encontrar un intervalo donde la funcién cambie de signo en los extremos.

Probamos con [—1, 0],

f(=1)=1/2—1/e >0

f(0)=-1<0 — existe zy € (=1,0) tal que f(zo) = 0.
=-1<

(ii) Recordamos en primer lugar que la recta tangente a una curva y = f(z) en el

punto z = a esta dada por y — f(a) = f'(a)(x — a). Por tanto, la recta tangente a

1

n(x) = —

recta tangente a ya(z) = e — 1 en x = 0 es y = x, cuya pendiente es my = 1. Como
mime = (—1)(1) = —1 las dos rectas tangentes tienen direcciones ortogonales.

enz = 0esy+ 1= —x cuya pendiente es m; = —1. Por otro lado, la



4.- Sea f :[—3,2] — IR definida por:

(x+42)3 -3 <z<-1,
flz)y={ —7*+2 -1 <<l
et~ 1 1 <x<2,

(i) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f.
(ii) Estudiar los extremos relativos y absolutos de f en [—3,2].

Solucion: La grafica de f es:

(i) Estudiamos la continuidad de la funcién f en los puntos donde cambia de definicién,
ya que en los demas puntos es continua por ser composicion de funciones elementales que

los son:
{ lini (z+2)P=1

lim —224+2=1

rz——1t

r—1—

lim e*~ ' =1

{ lim —22+2=1

Por tanto, f es continua en [—3, 2], que es compacto. Luego:

(i) Por el teorema de Weiestrass f alcanza extremos absolutos en [—3, 2] que se hal-
laran entre los siguientes puntos:
(a) Puntos frontera del intervalo, —3 y 2.
(b) Puntos de no derivabilidad. Deben hallarse entre los puntos donde la funcién cam-
bia de definicién. Para calcularlos hallamos f’ y los limites laterales en los cambios de
definicion:

3(z +2)? -3 <z<-1,
f(x) =4 —2z -1 <z <1,
er ! 1 <z <2,
2)3 —1 2 1
g EF2T oLy, @SR e s g
r——1- 2&3 + 1 r——1- x + 1 r——1-
i % +2-1 lim (x+1)(1—x) _
z——11 .CL’2+ 1 rz——11 x+1
— 2—-1 (1 —
lim:L: lim (@ 4+ 1)( x):—Q
z—1— ) r—1 z——1+ r—1
|
lim &~ — 1
=1+ g —1
Por tanto, f no es derivable en x = —1, 1.

(c) Puntos estacionarios, es decir, f'(x) = 0:
n (=3,-1) f'(z) =3(x+2)?2?=0= 2z = -2
n( 1) fllz)=—2r=0=2=0
n (1,2) f'(z) =e*! > 0, luego no existen



El signo de la derivada nos ayuda a clasificar los extremos locales o relativos de la
funcién, dado que ésta es continua:

/ / / N /
-3 —2 —1 0 1 2

Del esquema anterior podemos decucir que f presenta un punto de silla en r = —2,
un minimo local en el punto, x = 1 y un méaximo local en los puntos x = 0.

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funciéon
en cada uno de los puntos obtenidos:

x f(z)
-3 -1 Minimo absoluto
-2 0
-1 1

0 2

1 1

2 e Maéximo absoluto
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P1-[1] .- Calcular los siguientes limites:

n _ 9n
(i) lim & (i4) lim (1 + sin(1/n))"
n—oo n n—oo
i — tan(1 B3428 4. 3
(iid) i S0 = tan(/m) oy, B Lot
n—00 n n—00 n
Solucidn:
n _ 9n n
(7) lim c = lim 6—(1 — (2/e)") = | escala de infinitos] = co x 1 = oc.
n—o00 n n—oo n,
S . . n_ fqo0] _ . lim nsin(l/n)_ lim % o . . -
(i2) lim (1+4sin(1/n))" = [17] = en=e =en—oo = [infinitésimos equivalentes| =
e.
I — tan(1 tan(1 0
(i) tim SR =) ) = tim BB g o acotada] — 2 =

(i) 1 P+254.4n®
W% nt -




Para calcular este limite aplicamos el criterio de Stolz, con a, = 1> +23 +---+n?y
b, = n*. Como b, es creciente y tiene limite infinito podemos aplicar este criterio.

— 1)3 1)3

= = =1/4
n—oo b, 1 — b, s (n+1)4—n s 4n3 +6n2 +4n +1 /



P1-[2] .- Demostrar que la ecuacién x = tanx tiene una tnica raiz en el intervalo
[—7m/4,7/4].

Solucién: (i) Para demostrar que la ecuacién z = tan(z) tiene una unica raiz en el
intervalo [—m/4, /4], basta aplicar el Teorema de Rolle. Para ello definimos en primer
lugar la funcién f : [-7/4,7/4] — IR, dada por:

f(z) =z — tan(z).

Esta funcién es continua y derivable en [—7/4,7/4], ya que es composicién de funciones
elementales. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de Rolle. Calculamos f’ y estudiamos
su signo y sus ceros:

1
cos? x

flay=1-

— (f/=0 < z=0)y f' <0.

Como f’ sélo se anula una vez, obtenemos que f se anulara a lo sumo dos veces. Pero al
ser f estrictamente decreciente y anularse en x = 0, sélo hay un cero de f, z = 0.



P1-[3] .- Sea f:[—1,2] C R — IR definida por:

1—2? size[-1,0)
flz)=4 ¢€° stz € [0,1]
e-x stz e (1,2

(i) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en [—1,2].

(ii) Estudiar los extremos absolutos de f en [—1,2] y hallar los valores de méximo y
minimo absoluto

Solucién: (i) La grafica de f es:

Estudiamos la continuidad de la funcién f en los puntos donde cambia de definicion,
ya que en el resto del dominio es suma y producto de funciones elementales:

{ lim1—22=1
r—0~

lim e* =1
z—0t

lim e* =e
r—1—
lime-xz=e
z—1+

Por tanto, f es continua en [—1, 2], que es compacto. Luego:

(i) Por el teorema de Weiestrass f alcanza extremos absolutos en [—1, 2] que se hal-
laran entre los siguientes puntos:
(a) Puntos frontera del intervalo, —1 y 2.
(b) Puntos de no derivabilidad. Deben hallarse entre los puntos donde la funcién cam-

bia de definicién. Para calcularlos hallamos f’ y los limites laterales en los cambios de
definicion:

—2x -1 <z <0,
fl(x)y=4 €* 0 <z<l,
e 1 <z <2,
lim -2z =0
xr—0~
lim e* =1
z—0t
{ lir?i et =e
lim e=¢
z—1+

Por tanto, f no es derivable en z =0y si lo es en z = 1, ademas f'(1) = e.



(c) Puntos estacionarios, es decir, f'(x) = 0:

en (—1,0) f'(z) = —22 = 0 = = = 0 no pertenece al intervalo
en (0,1] f'(z) = €® > 0 luego no existen
en (1,2) f'(z) = e >0, luego no existen

La funcién no tiene puntos estacionarios.

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funciéon
en cada uno de los puntos obtenidos:

x f(z)
-1 0 Minimo absoluto
0 1

2 2e Méximo absoluto

P1-[4] .- Sea f : IR* — IR definida por:

sin(zy)
fay) = Vg (@97 0.0

Estudiar la continuidad de f en IR?.

Solucion:

La funcién fuera del (0,0) es continua por ser composicién de funciones elementales y
no anularse el denominador en la fraccién que la define. Miramos pues que ocurre en el

origen de coordenadas. Debemos verificar que ( l)im(0 0 f(z,y) = £(0,0) = 0.
x7y — b

lim M =*  lim i sin(zy) = (0Oxacotadax1 =0

lim xT,Y) = =
(z,y)—(0,0) f< y) (z,y)—(0,0) \/1]2 -+ y2 (z,yx);(oo,o) /12 + y2 Ty

*

como dividimos por xy debemos suponer que no se anula y a continuaciéon usar la
descomposicién del domino:

0
lm —=0
) — (0,00 + /12
(z uc)vzé ) Oy
lim —=0
x,y)—(0,0 2
@0)=00 /g
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P1-[1] .- Calcular los siguientes limites:

n_ on
(i) lim & (i4) lim (1 + sin(1/n))"
n—o0 n n—00
in(n) — tan(1 1B 428 oo gp?
(idi) lim sin(n) — tan(1/n) (iv) lim + +4 +n
Solucién:
n_ 9n n
(i) lim < = lim 6—(1 — (2/e)") = | escala de infinitos] = co x 1 = 0.
n—o0 n n—oo n,
. : n ooy L Jmonsin(/n) N smGE L : _
(i) lim (1+sin(1/n))" = [1°°] = en—ee =en—oo = [infinitésimos equivalentes| =
e.
i — tan(1 tan(1 0
(44i) lim sin(n) — tan(1/n) = lim sin(n)— — lim tan(1/n) = [0 x acotada] — — =
P+25 4. 4n?

Para calcular este limite aplicamos el criterio de Stolz, con a, = 13 +23 4 ... +ny
b, = n*. Como b, es creciente y tiene limite infinito podemos aplicar este criterio.
. Ap4+1 — Ap . (n + 1)3 . (TL + 1)3
lim —— = lim ———— = lim =
n—=% b,y —b, n—o(n+1)t—nt n=odnd 4602 +4n+ 1

1/4



P1-[2] .- Demostrar que la ecuacién x = tanx tiene una tnica raiz en el intervalo
[—7m/4,7/4].

Solucién: (i) Para demostrar que la ecuacién z = tan(z) tiene una unica raiz en el
intervalo [—m/4, /4], basta aplicar el Teorema de Rolle. Para ello definimos en primer
lugar la funcién f : [-7/4,7/4] — IR, dada por:

f(z) =z — tan(z).

Esta funcién es continua y derivable en [—7/4,7/4], ya que es composicién de funciones
elementales. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de Rolle. Calculamos f’ y estudiamos
su signo y sus ceros:

1
cos? x

flay=1-

— (f/=0 < z=0)y f' <0.

Como f’ sélo se anula una vez, obtenemos que f se anulara a lo sumo dos veces. Pero al
ser f estrictamente decreciente y anularse en x = 0, sélo hay un cero de f, z = 0.



P1-[3] .- Sea f:[—1,2] C R — IR definida por:

1—2? size[-1,0)
flz)=4 ¢€° stz € [0,1]
e-x stz e (1,2

(i) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en [—1,2].

(ii) Estudiar los extremos absolutos de f en [—1,2] y hallar los valores de méximo y
minimo absoluto

Solucién: (i) La grafica de f es:

Estudiamos la continuidad de la funcién f en los puntos donde cambia de definicion,
ya que en el resto del dominio es suma y producto de funciones elementales:

{ lim1—22=1
r—0~

lim e* =1
z—0t

lim e* =e
r—1—
lime-xz=e
z—1+

Por tanto, f es continua en [—1, 2], que es compacto. Luego:

(i) Por el teorema de Weiestrass f alcanza extremos absolutos en [—1, 2] que se hal-
laran entre los siguientes puntos:
(a) Puntos frontera del intervalo, —1 y 2.
(b) Puntos de no derivabilidad. Deben hallarse entre los puntos donde la funcién cam-

bia de definicién. Para calcularlos hallamos f’ y los limites laterales en los cambios de
definicion:

—2x -1 <z <0,
fl(x)y=4 €* 0 <z<l,
e 1 <z <2,
lim -2z =0
xr—0~
lim e* =1
z—0t
{ lir?i et =e
lim e=¢
z—1+

Por tanto, f no es derivable en z =0y si lo es en z = 1, ademas f'(1) = e.



(c) Puntos estacionarios, es decir, f'(x) = 0:

en (—1,0) f'(z) = —22 = 0 = = = 0 no pertenece al intervalo
en (0,1] f'(z) = €® > 0 luego no existen
en (1,2) f'(z) = e >0, luego no existen

La funcién no tiene puntos estacionarios.

Finalmente para obtener los extremos absolutos basta calcular los valores de la funciéon
en cada uno de los puntos obtenidos:

x f(z)
-1 0 Minimo absoluto
0 1

2 2e Méximo absoluto

P1-[4] .- Sea f : IR* — IR definida por:

sin(zy)
fay) =3 Va2t 2 (z,y) # (0,0),

Estudiar la continuidad de f en IR?.

Solucion:

La funcién fuera del (0,0) es continua por ser composicién de funciones elementales y
no anularse el denominador en la fraccién que la define. Miramos pues que ocurre en el

origen de coordenadas. Debemos verificar que ( l)im(0 0 f(z,y) = £(0,0) = 0.
x7y — b

m  flry) = lm @) o wySEY) G acotadax 1 = 0
Sy

(2,4)—(0,0 C @y)—00) V2 Fy2 =00 /22y xy

como dividimos por zy debemos suponer que no se anula y a continuacién usar la
descomposicion del domino:

*

0
lim —=0
(=.5)=(0.0) \/OyQ

lim —=0
z,y)—(0,0) /2
( yy:O €T



