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1 Estructuras Algebraicas, Nimeros Complejos y Poli-
nomios.

1. Sea (G,*) un grupo y H un subconjunto de G tal que z * H = H * z, donde z x H =
{zxh/he H} y Hxx = {h*xz/h € H}. Se define la relacién de equivalencia Ry en G

como:
TRy <= z*y '€ H

(a) Probar que * es compatible con Ry, es decir:
gRyy N zZRpgw = (¢ 2)Ru(y *w)
(b) Probar que [z]z, = {y € G/y = h xx para algin h € H}.
(c) Se define para las clases de equivalencia de Ry:
[Zlre © [Ylra = [z * Ylry

Probar que la operacién estd bien definida.

(d) Probar que (G/H,®) es un grupo (que se llama grupo cuociente) donde G/H =
{[z]r, /x € G}. Probar que [e]g, = H, donde e es el neutro de (G, *).

2. (a) Calcule
<1+\/§-71>40

1—2
(b) Sabiendo que el polinomio
p(z) = 2" — 428 +102° — 122 + 8

posée sélo raices complejas y que una de ellas tiene médulo 2, encuentre todas las
raices del polinomio.

3. (a) Determine todos los niimeros complejos tales que | z — 2 |= 1.

(b) Resuelva la ecuacién en C, z° = 1.



(c) Dibuje laregién {z € C/|z—2|<|z—-1]}.
4. Sea (G,®) un grupo y (H,®) un subgrupo de (G,®). Se define paraa € G y b € G:
a®H={a®h/he H}
Probar que:

(a) Sige H=—g® H=H.
(b) SiaHNQH#D=—a®H=0Q H.

5. Sea U un conjunto no vacio cualquiera y sea Y(U, Z3) el conjunto de las funciones de U
en Zs,. A todo subconjunto X C U le asociamos la funcién lx : U — Z, tal que,

_Jo siz g X
ﬂx(x)—{l sizeX
que se denomina la indicatriz del conjunto X.

(a) Probar que si f € Y(U, Z5) entonces existe X C U tal que f = 1.

(b) Sobre Y(U, Z>) se definen las siguientes operaciones:

(14 ® 1p)(z)
(L@ 1p)(z)

() +2 1p(2)

=1,
=14(z) -2 1p(z)

donde A, BeUyzeU.

Demuestre que (Y(U, Z2), ®, ®) es un anillo conmutativo con unidad.

6. Sea f : (Z, ®) — (Z,+) un homomorfismo cualquiera. Demuestre que f es la funcién
constante 0.

Indicacién: Recuerde que en (Z,,,®) : [1]® [1]® ... ®[1] = 0 (m veces).
7. Realice las siguientes diviciones :

o " —qag"+-x—aq.
e "+ a"+1x —a.

o -2+ (3+81)-22+(-14+19-4)-2+3-2-i—40+i-2+4+5-1.

8. Dado un polinomio p(z) = 3%_, axz® se define :

L(p)(z) = kzi: kayzh "



(a) Demuestre que si p(x), ¢(z) son polinomios de grado n y m respectivamente, entonces:

L(p-q) = L(p) - q+p- L(q)

(b) Pruebe por induccién sobre n, que si p(z) = (z—d)", entonces L(p)(z) = n-(z—d)" L.

(c) Si « es una raiz de multiplicidad m de un polinomio p(z), a € IR, m > 2, entonces
« es una raiz de multiplicidad (m — 1) del polinomio L(p)(x).

9. (a) Sesabe que 1+ i es una raiz de p(z) = z* + 2® + 2? — 42 + 10. Determine las otras
raices de p(x).

(b) Sea p(z) = apz™ + a1z ' + ... + an_1% + an. Sean z; con i = 1,2, ..., n las raices del
polinomio p(x). Determine las raices del polinomio g(z) = apu™z™ + a;p™ 'z +
e F @y_1px + ay, con p € R\{0}.

(c) Determine las raices del polinomio :
162" + 82® + 42° — 8z + 10

10. En este problema demostraremos el llamado Teorema de Interpolacién.

Sea K cuerpo, n € IN\{0}, 1, ..., Zn, Y1, ..., Yn € K, con z; # zy, si j # k. Entonces existe
un nico polinomio de grado menor o igualan—1en K[z tqVj=1,..,n p(z;) = y;.

Llamemos a este polinomio, polinomio de interpolacién de la familia ({xj};‘:l , {yj};?zl)

(a) Suponiendo la existencia de p(x), demuestre la unicidad.

(b) Para cada j = 1,...,n definimos:

_ Tzt (k) (& — k)
izt ety (T3 — k)

() € Klz]

i. Determine el grado de [;(z) y pruebe que :

1, 7=r .
l](xT):(S]T:{ 0, j#,r V],’I"Zl,...,’l’b

ii. Demuestre que p(x) = Y_7_, y;/;(z) € K[z] es polinomio de interpolacién para la
familia ({xj};?zl , {y; ;?:1).

11. Sea J» = {p(z) € P(z)/ gr(p) < 2, ap =0, a1 # 0}. En J; se define la l.ci. A a través

de p(z)Aq(z) = Y2, ¢;z® en que p(g(z)) = 10, ¢zt

(a) Probar que (Jy,A) es un grupo no abeliano.
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12.

13.

14.

15.

16.

(b) Sea f:Jy, — IR\{0} tq f(a; -  + ay - %) = a;. Probar que f es un homomorfismo
epiyectivo de (Jo, A) en (IR\{0},-).

(c) Sea H = {p(z) € Jy/a; = 1}. Probar que (H, A) es subgrupo abeliano de (J;, A).

Sea n > 2, sea a = co0s (2;”) +i-sen (27”) y sean X,Y € M,,(C) las matrices definidas
por (X6 = aU-DE=D (¥, = g-0- D=1,

(a) Calcular X2
(b) Calcular XY

Sea n € IN, n > 2 fijo.

(a) Demuestre que la suma de las raices n-ésimas de la unidad es igual a cero.

(b) Demuestre que las raices n-ésimas de un niimero complejo cualquiera Z € C, son el
producto se una raiz particular zy € € por una raiz n-ésima de la unidad.

(c) Concluya que la suma de las raices n-ésimas de un complejo cualquiera, es igual a
cero.

Sea I un subgrupo del grupo de los polinomios IR[z]. Sea A = {g(z) € I/gr(g(z)) > 0}.
Supongamos que I es tal que

o I #{0}.
e (Vpel) (Vq € R[z]) p-q€l
Probar que (Vg € I) (3f € A) flg.
Sean p(z) € C[z], gr(p(z)) > 4, a,b,c € IR, con b # 0. Se sabe que :

e El resto de dividir p(z) por (2% — b?) es cz.
e El resto r(z), de dividir p(z) por (z? — b*)(z — a) es un polinomio “ménico”, es decir,
el coeficiente asociado a z", donde n = gr(r(z)), es igual a 1.
(a) Determine los valores p(b) y p(—b).
(b) Justifique que gr(r(z)) < 2.

(c) Determine 7(x)
Sea « una raiz séptima de la unidad distinta de 1. Pruebe que :

(a) 1+a+a?+ad+a*+a®+af=0.
2 3
(b) 1—1—0[012 + 1—?—[0[4 1—?—[0[6 = —2.




17. (a) Sea f : @ — @ funcién. Se dird que f es lineal afin si Ja,b € @ a # 0, tal que
f(x)=a-z+bVz €. Sea

I={f:Q —@® funcién/f es lineal afin}.

Probar que (I,0) es un grupo, donde o es la composicién de funciones.
(b) Considere @,+), ((®Q\{0}),-). En @\{0}) x@® se define la siguiente l.c.i.

(a,b) * (c,d) = (a-c,b+a-d)

Probar que ((@\{0}) X @, %) es un grupo.
(c) Demuestre que (@\{0}) x@, %) es isomorfo a (I, 0).

18. Sea (E, ) una estructura algebraica y sea R una relacién de equivalencia en E que satisface
la siguiente propiedad:

(Vz1,22,y1,¥2 € E) z1Rzy A y1 Rys = (21 * y1) R(Z2 * y2).

Definimos una nueva l.ci. ® en el conjunto cuociente E/R mediante:

[z] ® [y] = [z * y].

(a) Justifique que ® estd bien definida, es decir pruebe que la clase de x x y no depende
de los representantes de [x] y de [y] que se escojan.

(b) Muestre que si (F, *) es un grupo, entonces (F/R,®) también es un grupo.

19. (a) Considere el subconjunto de los nimeros complejos H = {a + bi/ a,b € Z}.

i. Pruebe que (H,+,-) es un anillo conmutativo con unidad sin divisores del cero.

ii. Pruebe que los elementos invertibles de H con respecto a la multiplicacién son
1, -1, i, —i.

iii. Demuestre que un numero primo = se puede escribir como producto r = z; - 29,
donde 2, y 2 son elementos no invertibles con respecto a la multiplicacién en H,
siysélosiz=a%+0b%cona,be N

(b) Sea n > 2. Probar que las raices en C de p(z) = 14z + 2?4 ... + "' son las raices
n-ésimas de la unidad distintas de uno.

20. (a) Sea p € K[z] un polinomio de grado 2 o 3. Demuestre que p es irreducible si y sélo
s1 p no tiene raices en K.



21.

22.

23.

24.

25.

(b) Seap € C[z] y a € C una raiz de p. Si p(z) = 37, a;z?, se define el polinomio D(p)
tal que D(p)(z) = Y1, ia;z°~ 1. Se sabe que si p,q € C[z] entonces D(p - q)(z) =
D(p)(z)q(z) + p(z)D(q)(z). Probar que D(p)(a) = 0 si y sélo si (z — a)? divide a
p(z)-

(a) Sea f:(A,*) — (B,A) un morfismo.

i. Probar que A es una ley de composicién interna en f(A).
ii. Probar que (f(A),A) es un grupo si (A4, %) es un grupo.

(b) Considere la operacién definida en Z por n *m = n+ m — 1. Pruebe que (Z,*) y

(Z,+) son isomorfos.

(a) Sea (G, *) un grupoy f : G — G la funcién definida por f(g) = ¢! para cada g € G
(recordar que g~ es el inverso de g para la operacién ). Probar que

f es un isomorfismo < G es un grupo Abeliano.

(b) Considere Z, x Z3 con la operacién definida por (a,b) ® (@,b) = (a +2 @, b +3 b).
i. Pruebe que (Z2 X Zs3,®) es un grupo.
ii. Construya un isomorfismo
[ (Zs, +6) > (Z2 x Zs3,®) tal que f([1]s) = ([1]2, [1]3).
Concluya que es nico.
(a) Sea (G, *) un grupo que verifica la propiedad V a,b € G, (a % b)? = a® * b*>. Probar
que (G, *) es un grupo Abeliano.
(b) Sean G={f: R—R/3a,be R,a#0,f(z)=az+b}yG={f:R—R/3be
R, f(z) = z+b}. Sabiendo que (G, o) es un grupo, probar que (G, o) es un subgrupo
de (G, o).
(a) Calcule todas las soluciones complejas de la ecuacién z" = —1 para n > 2.

(b) Pruebe que la suma de las soluciones obtenidas en la parte i es cero.

. ., m k 1—7‘m+1 .
Indicacién: Recuerde que Y- 7% = *F——sir # 1.

k=0
(c) Pruebe que %}—Z;Li =—4
(a) Calcule las raices de 2z*> = —i y expréselas de la forma a + bi.

1
(b) Si z+ — =2cos(w), calcule los posibles valores de z € C' y muestre que
z

1
2"+ i 2 cos(na).



(c) Pruebe que Vn e N, (1—14)"+ (140" € R.

26. (a) Sea p(X)=X?+a X?+b X + ¢ un polinomio con coeficientes en IR. Sea r(X) el
resto de la divisién de p(X) por (X —1). Sir(4) =0y X =i es raiz de p(X), calcule
a, b, c.

(b) Sea p(X) =ap+a; X + ... + @y X" '+ X™ con ag,....,a,_1 € C, tal que p(X)
tiene n raices distintas en C' y si z € C' es raiz de p(X) entonces su conjugado Z
también lo es. Demuestre que ay, ..., a,—1 € IR.

Indicacion: estudie el producto de polinomios (X — z)(X — Z) donde z € C..
27. Sea (G, *) un grupo con neutro e € G y

A={F:G— G/ F es un isomorfismo de (G, ) en (G, *)}.

(a) Probar que (A, o) es un grupo (o es la composicién de funciones).

(b) Para cada g € G se define la funcién Fj, : G — G tal que F,(z) = g*z* g~ en cada
z € G. Pruebe que:

i. F, es un homomorfismo de (G, *) en (G, *).
ii. Fyup = F,y0 Fy, para todo g,h € G.
iii. Fr = Id (Id es la funcién identidad en G).
Concluya que F, es un isomorfismo y que (F,)~! = F,-1 para todo g € G.
(c) Pruebe que B = {F, / g € G} es un subgrupo de (4, o).

28. (a) Sea (G,x*) un grupo Abeliano y H, K C G subgrupos de G. Se define el conjunto
HxK={hxk/he HkecK}

Probar que H % K es un subgrupo de G.

(b) Sea (G, *) un grupo tal que para cada g € G existe n > 1 tal que g" = g* ... x g (n-
veces) = e (el neutro de G). Probar que el Gnico homomorfismo F' : (G, *) = (Z, +)
es la funcién constante F'(g) =0 en cada g € G.

(c) Sea (G, *) un grupo que satisface la propiedad a * a = e (el neutro del grupo) en cada
a € G, es decir, el inverso de cada elemento del grupo es el mismo elemento. Pruebe
que G es un grupo Abeliano. (Ind: calcule (a * b) * (b * a)).

29. (a) Sea z € C' tal que |z| # 1 y considere n > 1. Probar que

1 N 1
1420 14 (2"

(donde Z es el conjugado de z) es un nimero real.
1+iv3

1—3

(b) Exprese en forma a + bi las raices cuartas de 2y = (es decir, resuelva z! = z)

S
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(c) Sean z; y 2z complejos tales que |z;| = |22] = 1. Pruebe que |21 + 22| = |21| + |22] si
y s6lo si z; = 2. (Indicacién: Pruebe que |z| =1y Re(z) =1siysélosi z=1.)

30. Considere en IR? las siguientes operaciones (a,b) @ (¢,d) = (a+c,b+d) y (a,b) © (c,d) =
(a-c,b-d).

(a) Pruebe que (IR?,@®,®) es una anillo conmutativo con unidad.
(b) Pruebe que (IR*, @, ®) posee divisores del cero.

(c) Se dice que (Ra,&,A)y (R, 4, <) son isomorfos si existe ¢ : Ra — Ry biyeccién
tal que

Vz,y € R, w(zhy) = o(@)& o(y) v (A y) = 0(2)é o(y).
Demuestre que (IR, ®,®) no es isomorfo a (C, +, ).



