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Problemas de Inducciéon Matematica.
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Demostrar por induccién que F(n) es divisible por p3, para todo entero n > 0 ( p es un nimero primo
mayor que 2).

. Usar induccién matemética para probar que: 14 22" + 32" 4-2((—1)F1B(") 4 1) Es divisible por 7 para
todo n perteneciente a los naturales. FIB(n+2) = FIB(n+ 1)+ FIB(n);FIB(1) = 1,FIB(2) =1
Sucesién de Fibonacci.

. Probar de dos maneras que : 2(22" 4 52" + 62") + 3(—1)"*+1((=1)F1B(™) 4 1) Es divisible por 13 para
todo n perteneciente a los naturales. FIB(n+2) = FIB(n+ 1)+ FIB(n);FIB(1) = 1,LFIB(2) =1
Sucesién de Fibonacci.

. Supongamos que: » .-, a; sea divisible por b2c? y que; > a; "¢ sea divisible por b%c? ,para todo

ntmero impar k. (b y ¢ son ntimeros primos impares ,b < ¢y (¢ — 1) no es divisible por b , los a; son
primos relativos con respecto a by ¢). Sea:

F(n) _ Z a;—&-(b—l)(c—l)n

i=1

Demostrar por induccién que : F(n) es divisible por b?c? ,para todo n perteneciente a los naturales

unién el cero.

. Sean a,b,c tres ntimeros naturales tales que ¢ = @ + b . Sea p un factor impar de a? + b* + c*(para
la parte ¢) y d) , p no divisible por 3). Demostrar por induccién que para todo n perteneciente a los
naturales:

a4 4 pn—4 4 n—4) eg divisible por p.

a2 4 =2 4 67=2) eg divisible por p.
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(c
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a®" +b*" 4 ") es divisible por p.
a*" +b*" 4 *") es divisible por p?.

) (
) (
) (
) (

Observacién: Notar que las propiedades ¢) y d) son casos particulares de a) y b), pero se pueden
demostrar de manera independiente, sin embargo para demostrar la parte d) es necesario utilizar la
parte ¢).En la parte ¢) y d) se agrega la condicién de que p no es divisible por 3 para no tener que
hacer demostraciones adicionales.

. Demostrar que para todo n > 1 perteneciente a los naturales:



10.

11.

12.

13.

14.

(a) 225y F(i)* = F(n)F(n+1) =5
(b) F(n)?+ F(n+1)?=F(2n+4) — F(2n —3)

F(1)=1,F(2) =6 F(n) = F(n—1) + F(n — 2)

Sea (2p + 1) un ntmero primo con p impar mayor que 1. Demostrar por induccién que para todo n
perteneciente a los naturales:
P
>k
k=1

Es divisible por (2p + 1).Probarlo de tres formas. Si cambiamos el exponente 2™ por 2n la propiedad
se mantiene excepto para n multiplo de p.Demostrarlo. No considerar lo anterior en las tres formas
solicitadas.

Sea (4p + 1) un ntmero primo con p impar mayor que 1. Demostrar por induccién que para todo n
perteneciente a los naturales:
p
S

k=1

Es divisible por (4p + 1). Los aj, son todos distintos, pertenecen al conjunto formado por los primeros
2p nimeros naturales y tienen la siguiente propiedad: aip — 1 es divisible por (4p + 1). Los otros
nimeros pertenecientes al mencionado conjunto tienen la propiedad: bip + 1 es divisible por (4p + 1).

Demostrar que para todo n perteneciente a los naturales:

22n—1 +42n—1 +92n—1
Nunca es un cuadrado perfecto.
Demostrar que para todo n perteneciente a los naturales:
Nunca es un cuadrado perfecto. Demostrarlo de dos maneras.
Sea F(n) = 13571 4 3067 +1 + 100671 + 20057+ y sea:

G(n) =2F(n)+2n(n—2)F(1) —n(n — 1)F(2)

Probar que para todo n perteneciente a los naturales unién el cero:G(n) Es divisible por 73.

Sea f(a) una funcién de naturales sobre naturales. Si (f(a 4+ b) — kf(a)) es divisible por p para todo
entero positivo a,demostrar que existe b tal que (f(a + bgb) — f(a)) es divisible por p.

Demostrar de dos formas que para todo n perteneciente a los naturales union el cero:
1 _|_24n+2 + 34n+2 +447’L+2 _|_54n+2 + 64n+2
Es divisible por 13.
Demostrar que para todo n perteneciente a los naturales unién el cero:
(2(34F3 4 447 +3) _ 9512 4 651 + 68)

Es divisible por 125. Este problema puede ser resuelto usando lo senalado en la indicacién del Problema
1, pero existe a lo menos una forma adicional para solucionarlo.



15.

16.

17.
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19.

20.

21.

22.

Demostrar que para todo n perteneciente a los naturales:
22" 432" 4+ 5%
Es divisible por 19.
Existe a lo menos una forma adicional a las usadas en el Problema 5 para resolver este problema.

Sea f(n)=(a—1)f(n—1)+af(n—2) yseag(n) = f(n+2)+af(n+1)+ (a —1)f(n). Demostrar
que para todo n perteneciente a los naturales:

g(n) = fn+2)+af(n+1)+(a—1)f(n)
No es necesario determinar la férmula cerrada de f(n).

Sea f(n) =3(f(n—1)+ f(n—2))+1, f(1) = f(2) = 1.Demostrar que para todo n perteneciente a los
naturales:

(f3n) + f(3n+1))
Es divisible por 32.

Sea p un nimero primo mayor que 5. Sea F(n) = 2!t®=1n _gl+-1n _ 5l+@=1)n 4 gl+p-1n y geq;
G(n) = 100F(n) — nF(100)
Demostrar que para todo entero n no negativo :G(n) Es divisible por p?.

Sea p un entero positivo. Sea F'(n) una funcién de enteros sobre enteros. Si F'(n) satisface la siguiente
congruencia:

(F(n+3)—3F(n+2)+3F(n+1)—F(n) =0 (mod p®)
Entonces para todo entero no negativo n :

(n—1)(n—2)

F(n) = ( 5

JF(0) =n(n = 2)F(1) + (———)F(2))  (mod p?)

Sea a(n) = a(n — 1) 4+ 2a(n — 2) + 1, a(1) = a(2) = 1 Probar por induccién completa que para todo
enteron > 0 : N
CL(TL) — 2n71 _ ((_ )2 + )

2

Consideremos los primeros n* numeros de Fibonacci ordenados en espiral como a continuacién se

muestra paran =3y n = 4.

5 3 2
8§ 1 1
13 21 34

987 610 377 233
) 3 2 144
8 1 1 89

13 21 34 55

Notar que para n = 3(21+ 1) = 2(8 + 3) y para n = 4(610 + 5) = 5(89 + 34).Conjeturar y probar este
resultado para todo entero n > 2 (no necesariamente por induccién).

 Qué sucederia si en el Problema 21 cambiamos los niimeros de Fibonacci por los nimeros de Lucas,
por numeros de Fibonacci pares,etc.?



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Sea p un niimero primo mayor que 3 tal que divide a a®+ab+b* (a y b son primos relativos).Demostrar
en més de una forma que para todos los enteros n > 0 :

a4+(p—l)n +b4+(p—1)n + (a+ b)4+(p—1)n

Es divisible por p?.
Sea (6p + 5) un nimero primo con p entero no negativo. Probar por induccién que para todo entero

n>0:
3p+2

Z £26™)

k=1
Es divisible por (6p + 5).

Sea F'(n) el enésimo nimero de Fibonacci.Probar de varias formas que:

F(n)>+F(n+1)*+F(n+2)?+F(n+3)?=3F2n+3)

Sea F'(n) el enésimo ntmero de Fibonacci.Probar que para cada entero no negativo n:
F(5n + 3) + F(5n + 4)*
Es divisible por 11.

Sea k un entero positivo fijo y sea p un ntmero primo impar.Sea F'(n) una funcién de enteros a enteros
que satisface la siguiente congruencia:

k
Z (ID (-1)*"*F(n+14) =0 (mod p")
i=0

Si F(ag),F(a1),...,F(ag—1) son divisibles por p, con (a; — a;) no divisible por p para i distinto de j,
entonces probar que para todo entero n > 0 : F(n) es divisible por p*.

Sea F(n) el enésimo ntimero de Fibonacci.Sea G,,(a) = 89a™ — F(n)a'! — F(n — 11). Probar que para
cada entero no negativo n: Gy, (a) es divisible por el polinomio a® —a — 1.

Sea 4k + 1 un nimero primo.Demostrar para todo entero n no negativo:

2k
Z Z'4n+2
i=1

Es divisible por 4k + 1.

Sea:

p—1
_ np-1)+1 Pl —1D(n(p—1)+1))
F(n)—;k‘( )+ 5

And let G(n) = 500500F (n) — @F(lOOl). Demostrar por induccién que G(n) es divisible por p3,
para todo entero n > 0 ( p es un nimero primo mayor que 13).



2 Indicaciones y Soluciones.

Indicaciéon Problema 1 :
Utilizar la forma de induccién que se indica a continuacién:

1. La propiedad es verdadera para n=0, n=1 y n=2.
2. Si la propiedad es verdadera para n, (n+1)y (n+2) implica que la propiedad es verdadera para (n+3).

Demostrar la siguiente relacion:
(F(n+3)—3F(n+2)+3F(n+1)—F(n))=0 (mod p*)

(Usar el Teorema de Fermat a?~! =1 (mod p) con p ntimero primo y a primo relativo con p) y el siguiente
resultado: Si g(n) = an? + bn + ¢ , es sencillo comprobar que g(n + 3) = 3g(n + 2) — 3g(n + 1) + g(n))
Recordemos que a =b (mod k) es notacién y significa que (a — b) es divisible por k. Si no quieren usar la
forma de induccién senalada anteriormente notar que: F(n+3) —3F(n+2)+3F(n+1)— F(n) =
(Fin+3)—2Fn+2)+ F(n+1)) — (F(n+2) —2F(n+1) 4+ F(n)) Podemos demostrar que (F(n + 2) —
2F (n+1) 4+ F(n)) es divisible por p3, nos faltarfa probar que (F(2) —2F(1) + F(0)) es divisible por p® . Si
probamos que (F(n +2) — 2F(n + 1) + F(n)) es divisible por p*, podemos hacer lo siguiente:
(F(n+2)—-2F(n+1)+ F(n) = (F(n+2)—F(n+1)) — (F(n+1) — F(n)) Podemos demostrar que
(F(n + 1) — F(n)) es divisible por p3, nos faltarfa demostrar que (F(1) — F(0)) es divisible por p3. Si
probamos que (F(n + 1) — F(n)) es divisible por p® , nos restarfa demostrar que F(0) es divisible por
p3,para probar que F(n) es divisible por p? . Recapitulando, si hacemos lo anterior y demostramos que :
(F(2) — 2F(1) + F(0)),(F(1) — F(0)) y F(0) son divisibles por p? , podemos probar que F(n) es divisible
por p? | para todo n perteneciente a los naturales unién el cero,pero si probamos que F(0),F(1) y F(2) son
divisibles por p?,demostramos que (F(2) — 2F(1) + F(0)),(F(1) — F(0)) y F(0) son divisibles por p* .

Por lo tanto los dos enfoques son bastante parecidos.

Pueden existir otras maneras de resolver el Problema 1,quizds mas faciles , pero me parece importante
dar més alternativas,ya que el hecho de limitarse a un determinado método cuando nos enfrentamos a un
problema, nos puede conducir a una demostracién equivocada o simplemente a no poder solucionarlo.

Indicacién Problema 2 :

Sea F(n) = 14 22" + 32" +-2((—=1)F1B(™) 1 1). Probar que (F(n +3) — F(n)) es divisible por 7. Dividan
el problema original en tres problemas: n de la forma 3m,n de la forma 3m — 1 y n de la forma 3m — 2.
Luego apliquen induccién sobre m para cada uno de los problemas.

Una forma sofisticada de resolver el problema es demostrando que (F'(n)+F(n+1)+F(n+2)) es divisible
por 7(usando el principio de induccién débil ) y posteriormente utilizar la siguiente forma de induccién :

1. La propiedad es verdadera paran =1y n = 2.

2. Si la propiedad es verdadera para n 'y (n + 1) implica que la propiedad es verdadera para (n + 2).

Indicaciéon Problema 3 :

Ver Indicacion para el problema 2.

Sea F(n) = 2(2%" 4 52" + 6%") + 3(—1)"*1((=1)F1B(™ 4 1). Para la segunda demostracién solicitada
prueben que : (F(n) — F(n+ 1) 4+ F(n + 2)) es divisible por 13 o que (F(n)? 4+ F(n + 1)2 + F(n + 2)?) es
divisible por 13. Notar que si F(n)? es divisible por 13 , F(n) también lo es.

Solucién Problema 4 :

Utilizaremos la siguiente forma de induccion:

1. La propiedad es verdadera paran =0 and n = 1.

2. Si la propiedad es verdadera para n and (n + 1), entoces la propiedad es verdadera para (n + 2).



Del enunciado se deduce directamente que la propiedad es verdadera para n = 0.(Dejaremos pendiente
la demostracién de que la propiedad es verdadera para n = 1.)
Del teorema generalizado de Fermat se deduce que:
(agb—l)(c—l) _ 1)2 — a?(b—l)(c—l) _ Qal(b_l)(c_l) +1=0 (HlOd b202)
(a?(bfl)(cfl) _ 2az('b71)(c71) " 1)a3+n(b71)(c71) — 0 (mod 2c?)
(a1+(n+2)(b—1)(c—1) _ 2a;l+(n+l)(b—1)(c—1) n a}-&-n(b—l)(c—l)) —0 (mod 12c?)

?

(Z(al}+(n+2)(b—1)(c—1) _ QZG;HHH)UJ—U(C—U + Za3+n(b—1)(c—1)) =0 (mod b202)

i=1 =1 i=1

Por lo tanto:
(F(n+2)—2F(n+1)+ F(n)) =0 (mod b*c?) (1)

Probaremos que:
F(n) =nF(1) (mod b*c?) (2)

Usaremos la forma de induccién indicada anteriormente.

Para n = 0 debemos probar que F(0) = 0F(1) (mod b%c?) , lo cual es cierto de acuerdo al enunciado.

Para n = 1 debemos probar que F(1) = 1F(1) (mod b%c?) , que es equivalente a demostrar que 0 = 0
(mod b2c?), lo cual claramente se cumple para enteros positivos b y c.

Supongamos que la propiedad se cumple para n y para (n + 1).Probaremos que la propiedad también se
cumple para (n + 2).

En efecto , de la relacién (1) y aplicando la hipétesis inductiva se deduce que :

(F(n+2)—2(n+1)F(1)+nF(1)) =0 (mod b*c?)
F(n+2)=(Mn+2)F(1) (mod b*c?)

Ahora probaremos que existe n tal que F(n) es divisible por b?c?> y n no es divisible por (be)(si de-
mostramos lo anterior podemos probar ficilmente que F(1) es divisible por b%c?).

Vamos a probar que existe n distinto de 0 tal que (1 + (b — 1)(¢ — 1)n) es divisible por bc y que n no
es divisible por bc. Si probamos lo primero podemos demostrar, utilizando la segunda propiedad dada en el
enunciado, que para ese n , F(n) es divisible por b?c? y si probamos que n no es divisible por be, podemos
usar el resultado (2) para demostrar que F(1) es divisible por bc?.

Demostraremos que existe ny, tal que (1 + (b — 1)(c — 1)np) es divisible por b y que existe n. tal que
(14 (b—1)(c— 1)n.) es divisible por c.

En efecto , al multiplicar (b — 1)(¢ — 1) por n = 1,2,...,(b — 1) los restos de la divisién por b son todos
distintos .

Supongamos que para n =1 y n = s los restos son iguales con r y s enteros positivos menores o iguales
a (p—1) y r distinto de s. Por lo tanto (r — s)(b — 1)(c — 1) es divisible por b, pero (r —s),(b—1) y (¢—1)
no son divisibles por b (r y s son menores que b, por lo tanto su diferencia es ain menor y no puede ser
0 ,porque r es distinto de s; (b — 1) no es divisible por b, ya que 1 no es divisible por b ; y (¢ — 1) no es
divisible por b de acuerdo al enunciado). Como conclusién existe una contradiccién y por ende si los restos
son iguales se debe cumplir que r = s y existe un n menor que b tal que el resto es igual a (b — 1) . Por lo
tanto para ese n, (14 (b —1)(c — 1)n) es divisible por b.

Para c es una demostraciéon similar.

Ahora necesitamos encontrar un n tal que (1 + (b — 1)(¢ — 1)n) sea divisible por be.
1+ b=1D(c—1)(np+ kb)) =14 (b—1)(c—1)(ne + kee)

(np + kpb) = (ne + kec)
kpb = (ne — ny) + kec

Si n. = np obviamente n = n. = ny .

Si n. es distinto de ny, existe k. tal que si al resto de la divisién de k.c por b le sumamos el resto de la
divisién de (n. — np) por b el resultado es b. La demostracién es similar a la hecha anteriormente(al dividir
kec por b para k. = 1,2,...,b — 1 se obtienen b — 1 restos distintos que, evidentemente , son 1,2,...,b — 1.)



Por lo tanto probamos que existe n tal que (1 + (b— 1)(¢ — 1)n) es divisible por be,

El n encontrado no es divisible por bc, ya que de ser divisible por bc implicaria que 1 es divisible por bc
lo que es una contradiccion.

Probamos que F(0) es divisible por b%¢? y con lo anterior probamos que F(1) es divisible por b%c? .

Supongamos que F(n) y F(n + 1) sean divisibles por b?c? ,del resultado (1) se deduce que F(n + 2)
también es divisible por b2c? .

Por lo tanto: F(n) es divisible por b%c? ,para todo n perteneciente a los naturales unién el cero.

Solucién Problema 5 :

Parte a

Probaremos, previamente, que (a?b® + a?c® + b?c?) es divisible por p?. Se sabe que (a® + b% + ¢?) es
divisible por p, lo que implica que (a? + b* + ¢?)? es divisible por p.

Pero (a? + b + %)% es igual a (a* + b* + ¢* + 2(a?b? + a%c? + b%c?)).

Por lo tanto :
(a* +b* + c* + 2(a?b? + a?c? + b2c?)) es divisible por p?. (1) Por otro lado :

a+b = c
(a+0)? = ¢
a’+2ab+b* =
a>+ v - = —2ab
(a* +b* + * +2(a®b? — a*c® —b*c?)) = 4a*V?
(a* +b* + ¢t — 2(a®b? + a’c* + b%c?)) = 0(2)

Restando (1) menos (2) se obtiene que 4(a?b? +a?c? +b?c?) es divisible por p?, pero como p es un ntimero
primo impar se deduce que (a?b? + a%c? + b%c?) es divisible por p.

Ahora volvamos al problema original.

Para n = 1 tenemos que:

a6—4 +b6—4 +CG—4 _ a2 +b2 +02

Que es divisible por p de acuerdo al enunciado.

Supongamos que la proposicién es verdadera para (n — 1). Por demostrar que la propiedad es verdadera
para n.

Notemos que: (a? + b? + ¢2)(a®=6 + p0n=6 4 On=6) =
— a6n74 + a2bGn76 + a266n76 + 62a6n76 + b6n74 + 6286n76 + c2a6'r176 + C2b6n76 + 66n74
= B4y B | gn=8(42h2 4 2c2) + b8 (B2a2 + b2c2) + O 8(c2h? + 2a?)
= @By B =8 (g2h2 4 2c2 + b2 — b2c2) + b8 (b2 + b2c? + a2 — a?c?)+
Cﬁn_8<02b2 + 02a2 + b2a2 _ b2(12)
= (@Bn—4 4 pOn—d y On—dy 4 (gOn—8 4 pon—8 4 (6n—8)((2h2 4 0202 4 p2c2) 4 q2p2c2 (010 4 pOn—10 4 6n—10)
= (a0 =44 pOn 44 (O —4) 4 (qB1 8 40— 4 61-8) (42h2 4022 +b2c2)+a2b2c2 (a4 pB(n—1) =44 S(n—1)—4)

Sabemos que (a? + b% + ¢?) y (a?b? + ac? + b?c?) son divisibles por p .Por lo tanto si (a®~1 — 4 +
po(n=1)=4 1 6(n=1)=4) o divisible por p, (a®** 4 b~ 4 67~4) también lo es.

Parte b

Para n = 1 tenemos que:

a672 + b672 + C672 — a4 + b4 + 64

Sumando (1) més (2) (ver parte 1) tenemos que 2(a* + b* + ¢*) es divisible por p? , lo que implica que
(a* + b* + ¢*) es divisible por p? , ya que p es impar. Por lo tanto la propiedad es verdadera para n = 1.
Supongamos que la proposicién es verdadera para (n — 1). Por demostrar que la propiedad es verdadera
para n.
Notemos que: (a? + b? + ¢2)(a®=* + b4 4 fn—4) =
— q6n=2 f g2p6n—4 | q206n—4 | p2,6n—4 4 p6n—2 | p26n—4 4 2,6n—4 4 2p6n—4 | 6n—2
= B2 4§ pOn=2 (62 | qn=6(42p2 4 2c2) + b9 =O(B2a2 + b2c2) + S O(c2b? + 2a?)



= B2 4 B2 612 4 g6n—6(42h2 1 4262 4 B2 — B2c2) + b0 (b2a2 + b2 + a?c? — a?c?)+
cﬁn—6(02b2 + 02a2 + b2a2 _ b2a2)
= (@B 4 B2 - (Bn=2) 4 (gBn—6 4 pOn—6 4 6n—=6)(q252 | q2c2 4 p2c2) 4 q2b2c2 (a0 8 4 pOn8 4 Hn8)
= (@B 2402 (67 —2) 1 (676 4 HOn—6 1 (61—6) (4252 4 q22 1 h2c2)+a2b2e2 (@B D~2 4 pO(n—1)=2 | 6(n—1)-2)
Sabemos que (a? + b% + ¢2) y (a®"~% 4 b5n=* + 67=4) son divisibles por p .
Por lo tanto (a? + b + ¢2)(a®"* + =4 4 n—=4) es divisible por p? . Por otro lado a?b? + a%c? + b%c?
es divisible por p? .
Por consiguiente si (a8~ =2 4p6(n=1=2 4 6(n=1)=2) o5 divisible por p? ,(a%" 2 5" ~2 457 ~2) también.
Parte c
Para n = 1 debemos probar que:
a® + b% + 2 es divisible por p, lo cudl es verdadero de acuerdo al enunciado.

@+ + 2= 10 1 4 2((ab)? + (a0)® + (b))

a+b = ¢
a®+2ab+ 0> = (1)

Por otra parte a® + b? + ¢? es divisible por p (2).
Restando (2) menos (1) tenemos que 2ab = 2¢?  (mod p) .
Asi, ab=c?> (mod p) , ya que p es impar.

a—c = —b
a® —2ac+c = (1)

Por otro lado a? + b? + ¢? es divisible por p (2).
Restando (2) menos (1) tenemos que 2ac = —2b*> (mod p).

Por lo tanto, ac = —b?> (mod p) , dado que p es impar.
b—c = —a
b+ 2bc+c2 = a*(1)

Por otro lado a? + b% + ¢? es divisible por p (2).

Restando (2) menos (1) tenemos que 2bc = —2a% (mod p) .

Por consiguiente, be = —a? (mod p) , porque p es impar.

Usando los resultados anteriores tenemos que:
@+ + )2 =a2"" 407 £ T+ 2((02)2 + (02)F + (H)?) (mod p)
@+ +c2)2 = 0T T 12T 40T 42T (mod p)
@+ +2")2 =30+ + ) (mod p)

Por lo tanto si la propiedad es verdadera para n ,entonces para n + 1 también es verdadera,ya que p no
es divisible por 3.

Parte d

Para n =1 la propiedad es verdadera (ver parte b).

Usar los siguientes resultados para completar la demostracion:

1. (a*")? 4+ (b*")? + (¢*")? es divisible por p ( corolario de la propiedad probada in la parte c).)
2. a* +b*" +¢*" es divisible por p? (Hipdtesis Inductiva).

Hacer algo equivalente a lo hecho cuando demostramos que a* + b* + ¢* es divisible por p?.
Solucién Problema 6 :

Parte a

Propuesto.



Parte b

Para n = 2 debemos probar que: F(2)> + F(2+1)?=F(2-2+4) — F(2-2 - 3)
F(2)?2 + F(3)?2 = F(8) — F(1) Que es equivalente a demostrar que: 62 + 72 = 86 — 1,es decir, 36 + 49 = 85,
lo cual claramente es cierto. Notemos que:
i F(i)? = F(n)F(n+1) - 5(1)
Z?Ill F(i)* = F(n+1)F(n+2)—5(2) Sumando (1) y (2) tenemos que: F(1)2+ > | (F(i)*+ F(i+1)?) =
Fn+1)(F(n)+ F(n+2))—10

= (F(n+ 2) F(n))(F(n)+ F(n+2))—10
= F(n+2)?>— F(n)? —10 Por otro lado : F(n+1)?2+ F(n+2)? = (F(n)?+ F(n+1)?) + (F(n+2)? - F(n)?)
=2 (F()? + F(i +1)%) + (F(n)* + F(n + 1)*) + 1 + 10
= F(l) F2)R2+ 3 (Fi)?+ Fi+1)?%) +2(F(n)?>+ F(n+1)?) + 12+ 10

Usando la hipétesis inductiva correspondiente al principio de inducciéon fuerte y reemplazando los valores
de F(1) y F(2) tenemos que:

Fin+14+F(n+2)2=1+36+ > ,(F(2i+4) — F(2i — 3)) + (F(2n+4) — F(2n —3)) + 11
=2 i a((F(2045) = F(2i +3)) — (F(1) + X7 5(F(2i — 2) = F(2i — 4)) + (F(2n + 4) — F(2n — 3)) + 48
=F2n+1)—F()—(F@2n)—F(2)+ (F2n+4) + F(2n — 3)) +48 — F(1)
=(F(2n+5)-53)—(F(2n—2)—6)+ F(2n+4)— F(2n—3)+48 — 1
=F(2n+5) —2n—-2)+F(2n+4) — F(2n—3)
=(F(2n+4)+ F(2n+5)) — (F(2n —3) + F(2n — 2))
=F(2n+6)—F(2n—1)
=FQ2n+1)+4) —F2(n+1)-3)

Por lo tanto la propiedad es verdadera para todo entero n mayor que 1.

Solucién Problema 7 : Sea: ,

_ ka
k=1

Para n = 1 tengo que:
F(1) = w ,que ,evidentemente, es divisible por (2p+1), ya que 6 no puede dividir a 2p+1(primo
mayor que 3).

Supongamos que la propiedad es verdadera para n.Por demostrar que es verdadera para n + 1.

Demostracion 1

Sea 7y, el resto de la divisién de k% dividido por (2p + 1) y sea Ry igual a 74 ,si 74, es menor o igual a p;
y Ry igual a (2p + 1 — r) si r es mayor que p.

Por lo tanto k = +R;,  (mod (2p + 1)) . Usando el teorema del binomio tenemos que:

P P g
DK=Y =3 R (mod (2p+1))
k=1 k=1 k=t

Ahora necesitamos probar que los Ry son todos distintos.

Sean a y b enteros positivos menores o iguales a p. a? = +R, (mod (2p+ 1))
b¥*=+R, (mod (2p+1))

Supongamos que R, = R, = R con a distinto de b:

Caso 1: Supongamos igual signo.Vamos a suponer signo positivo.Para el caso de signo negativo la de-
mostracién es similar. a? = R(1) (mod (2p + 1))
b* = R(2) (mod (2p + 1)) Restando (1) menos (2) tenemos que: a? — > =0 (mod (2p + 1))
(a—0b)(a+b)=0 (mod (2p+ 1)) Lo anterior implica que 2p + 1 divide a (a — b) o (a +b), ya que 2p+ 1
es primo. Pero tanto (a — b) como (a + b) no pueden ser divisibles por 2p + 1, a y b son menores o iguales
a p y por lo tanto el valor absoluto de su diferencia es menor que 2p + 1 y tampoco puede ser cero , ya que
a es distinto de b. Por otro lado (a + b) también es menor que 2p + 1,pues en el mayor valor de (a + b) se
obtiene cuando uno de los valores es p y el otro p — 1,es decir cuando su suma es 2p — 1.

Por lo tanto , de existir a yb, no pueden tener el mismo signo.



Caso 2:distinto signo.Vamos a suponer que el signo negativo corresponde a b.El caso contrario es similar.
a>=R (mod (2p +1))(3)
¥»=-R (mod (2p+1))(4)

Elevemos (3) y (4) a p.Recordemos que p es impar. a?”? = R (mod (2p + 1))

b = —RP  (mod (2p+ 1))
a®? —1=RP -1 (mod (2p+1))
b —1=-RP—1 (mod (2p+1))

Lo anterior implica que RP — 1y —RP — 1 son divisibles por 2p 4+ 1 (usando teorema de Fermat) y por lo
tanto su suma también lo es, pero su suma es —2 , es decir si suponemos que R, = R, = R con a distinto de
b implica que —2 es divisible por 2p + 1, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto si a distinto de b implica
que R, es distinto de Ry.

Acabamos de probar que los Ry son todos distintos y ademas de la definicién de Ry se deduce que:

p p
OIS
k=1 k=1

Por lo tanto F(n+1) = F(n) (mod (2p+1)).Por ende si F(n) es divisible por 2p+1,F(n+ 1) también.
Demostracion 2

(F)?=Fn+1)+23 > (i) (3)

i=1 j=i+1

Sea 7; el resto de la divisién de (ij) dividido por (2p + 1) y sea R;; igual a r;; ,si 7;; es menor o igual a p;
y R;j igual a (2p+ 1 —ry) si 1, es mayor que p.
Por lo tanto (ij) = £R;; (mod (2p + 1)).

(F(n))*=F(n+1)+ 22 Z (Ri;)?"  (mod (2p+1))

i=1 j=i+1

(F(n)>=F(n+1)+2> k" (mod (2p+1))
=1

Donde:

2
k=1

Existen varias formas de probar lo anterior pero creo que la mas fécil es la siguiente: El lado izquierdo de la
igualdad (3) tiene p? términos correspondientes a (F(n))?. El lado derecho tiene p términos correspondientes
a F'(n) méas dos veces el nimero de términos que deseamos determinar.Por lo tanto despejando la incégnita

obtenemos el resultado buscado.
1 . . .
Vamos a demostrar que ¢ < (’92—) lo que equivale a probar que dados los primeros p ntimeros naturales

@ parejas de nimeros d y e tales que d-e = +k (mod (2p + 1)).
Sabemos que p es impar por ende (p — 1) es par .Por lo tanto podemos formar (’72;1) parejas. Para poder

formar méas parejas debemos ocupar el niimero que nos sobré y volver a ocupar otro ntimero o bien hacer
otra combinacién con dos ntimeros ya utilizados.Pero hacer lo anterior implicaria lo siguiente:

podemos formar como maximo

d-e=+k (mod (2p+1)) (5)

d-f=+k (mod (2p+1)) (6)

Con f diferente de e

Tenemos dos casos : igual signo o distinto signo. Si tienen igual signo podemos restar (6) menos (5)
. d(f—e) =0 (mod (2p+ 1)) Si tienen igual distinto signo podemos sumar (6) mas (5). d(f +e) =0
(mod (2p + 1)) Lo anterior implica que 2p + 1 divide a d,(f —e) o (f + €), ya que 2p + 1 es primo. Pero
d no es divisible por 2p + 1, ya que es un entero positivo menor que 2p + 1 y tanto (f — e) como (f + ¢e)
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no pueden ser divisibles por 2p + 1, f y e son menores o iguales a p y por lo tanto el valor absoluto de su
diferencia es menor que 2p + 1 y tampoco puede ser cero , ya que f es distinto de e. Por otro lado (f + €)

también es menor que 2p + 1,pues el mayor valor de (f + €) se obtiene cuando uno de los valores es p y el

otro p — 1,es decir cuando su suma es 2p — 1. Suponer que podemos formar més de (p )

(p)

una contradiccién.Por ende podemos formar como méximo parejas.

parejas nos lleva a

Por lo tanto ¢, < @ for kK = 1,...,p. Pero los ¢ satlsfacen la igualdad (4).Por ende el tnico valor
posible para ¢, k= 1,...,p es (pgl)
De lo anterior deducimos que:

, yva que de otro modo no se cumpliria la igualdad.

(F(n))* = (F(n+1)+(p— 1DF(n)) (mod (2p+1))

Fin+1l)=—-Fn)(F(n)—p+1) (mod (2p+1))

Por lo tanto si F'(n) es divisible por 2p + 1,F(n + 1) también.

Demostracion 3

Sea a un entero positivo menor o 1gua1 a p ,y mayor que l,demostrar que : (a? 2" 1D k*" Es
divisible por 2p + 1.Luego pruebe que (a?" — 1) puede se expresado como el producto de sumas de cuadrados
por (a — 1)(a + 1). Posteriormente demuestre que 2p + 1 no puede dividir la suma de dos cuadrados (Ver
Demostracién 1) y deduzca lo solicitado.

Indicaciones para probar una propiedad mas general

Ahora daremos indicaciones para probar que > 7_; k2" es divisible por 2p + 1 ,excepto para n multiplo
de p.De hecho la propiedad que acabamos de demostrar es un caso particular de esta propiedad mas general.
Nos concentraremos en los primeros p casos, ya que :

Z p2(n+p) = Z k2" (mod (2p+1))

Lo anterior es un resultado directo del teorema de Fermat. Por otro lado , usando el mismo teorema

anterior, es facil probar que para n miltiplo de p ,(>_7_, k?") es de la forma (2p + 1)m + p y por ende no

divisible por 2p + 1. Probar que :
P P
QKM K™ —p) (7)
k=1 k=1

Es divisible por 2p + 1. Luego demuestre que:

p p p
SR K ) ke (8)
k=1 k=1 k=1

Es divisible por 2p + 1 .Reordene los términos formando progresiones geométricas. De (7) se deduce que
b_ k®" es divisible por 2p + 1 o Y 7_, k*" — p es divisible por 2p + 1. Por lo tanto: > r_, k*" = c,p
(mod (2p + 1)) Donde ¢, es 0 o 1. Reemplazando lo anterior en el resultado (8) tenemos que: (¢ + co +
..+ cp—1)p es divisible por 2p + 1. Por lo tanto: (c1 +c2 + ...+ ¢p—1) es divisible por 2p + 1,ya que 2p+1
es primo. Lo anterior es como minimo 0 y como méximo (p — 1), y por ende el dnico valor posible es cero,ya
que de otro modo (¢; 4+ ¢2 + ... + ¢p—1) no podria ser divisible por 2p + 1.
Por lo tanto Y 7_, k*" es divisible por 2p + 1 paran = 1,2,...,p — 1.
Indicaciéon Problema 8 :
Para n = 1 debemos probar que 4p + 1 divide a Y 7_, a?
Demostracion 1
Sea b un entero positivo menor o igual a 2p que tenga la propiedad:b?” + 1 es divisible por (4p + 1).

p p
bQZa Z (b- ak
k=1 k=1
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Sea By, el resto de la divisién de (b - ag) dividido por (4p + 1).

Sea by, igual a By ,si By, es menor o igual a 2p; v by, igual a (4p + 1 — By) si By es mayor que 2p. Por lo
tanto (b-ag) =br (mod (4p + 1)).Luego probar que los by son todos diferentes, pertenecen al conjunto de
los primeros 2p enteros positivos y que tienen la propiedad: bip + 1 es divisible por (4p + 1).

Asi :
p
2 E 2
b ak
k=1

ZbZ (mod (4p + 1))

y por lo tanto

P P P P
(6226@—&—2%)5(21)%—!—2@ (mod (4p + 1))
k=1 k=1 k=1 k=1
Notar que ( 1)2 24y el a?) es la sumatoria de los primeros 2p enteros positivos , es decir WLW

que , evidentemente es divisible por (4p + 1), ya que 6 no puede dividir a 4p + 1(ntimero primo mayor que
3).
Por consiguiente:

P
(b* +1) Z =0 (mod (4p+1))
k=1

Pueden seleccionar b, y by ( b, distinto de bs)de modo que a lo més uno de ellos tiene la propiedad (b%+1)
es divisible por (4p + 1). Probarlo y completar la prueba.

Demostracién 2

Hacer algo similar a la prueba 1,pero con a tal que: a? — 1 es divisible por (4p + 1)(a distinto de 1).

Para el resto de la solucién ver solucién de problema 7.

Indicaciéon Problema 9 :

Considerar los residuos cuadraticos de 13, es decir, los niimeros a para los cuales existe = tal que 22 = a
(mod 13). Ademaés es f4cil demostrar que 42"~ 4 927~ e divisible por 13.

Indicaciéon Problema 10 :

Probar que 82" — 32" es divisible por 13 y no es divisible por 132.

Indicaciéon Problema 11 :

Ver indicaciéon problema 1.

Indicaciéon Problema 12 :

Conjeturar y probar que para cada entero positivo n :

fla+n-b)=k"f(a) (mod p).

Luego usar el teorema de Euler.

Indicacién Problema 13 :

Sea: f(n) =1 4 24n+2 + 34n+2 + 44n+2 4 54n+2 + 64n+2

Notar que f(n) _ (1 + 52(2n+1)) + (22(2n+1) + 32(2n+1)) + (42(2n+1) + 62(2n+1))
_ (1 + 52(2n+1)) + (22(2n+1) + 32(2n+1)) + 22(22(2n+1) + 32(2n+1))
= (1 + 52Cn+1) 4 5(22@n+1) 4 32Cn+1)) [yego demostrar que (1 4 527+ 1)and (22(n+1) 4 32(2n+1)) gon
divisibles por 13. Otra solucion es dividir el problema original en tres problemas: n de la forma 3m, n de la
forma 3m — 1 y n de la forma 3m — 2.

Indicaciéon Problema 14 :

Sea f(n) = (2(3*"*3 + 447+3) — 25n2 + 65n + 68) Considerar f(n + 1) — 34f(n).Otra solucién es usar
indicacién problema 1.

Indicacién Problema 15 :

Sea:
F(n) = (2%" +3%" +5%")

Notemos que: F(n+2) = (a2 +b2"" +¢27) = (242" + (39" + (5%)2")
= (16%" + 812" +625%") = ((19 — 3)2” 4+ (19 -4+ 5)%" + (19 - 33 — 2)*") Usando el teorema del binomio,
tenemos que: F(n+2) = F(n) (mod 19) Para completar la demostracién dividir el problema original en
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dos problemas: n impar y n par.También podemos demostrar que (F(n) + F(n + 1)) es divisible por 19 y
posteriormente deducir que F'(n) es divisible por 19.Ver indicacién Problema 2.
Solucién Problema 16 :
Para n = 1 debemos probar que:
9(1) = (f(1) + f(2)(2a 1) - a°
En efecto, g(1) = f(3) + af(2) + (a—1)f
— (20— D(f(1) + /(2)) = (20— )(£(1) + f(
Prueba 1
gn+1)=f(n+3)+af(n+2)+ (a—1)f(
a-g(n) = af(n+2)+a*f(n+1)+ala—1)
Por lo tanto:
(n+1)—a-g(n)=
fln+3)+af(n+2)+(a—1)f(n+1) —af(n+2) —a’f(n+1) —ala—1)f(n)
fn+3) —(a® —a+1)f(n+1) —ala—1)f(n)
Pero f(n+3) = (a—1)f(n+2)+af(n+1) = (a— 1)((a— 1) f(n+1) +af(n) + af(n+1)
((a— 1) +a)f(n+1) +ala— 1) f(n)
(@® —a+1)f(n+1)+ala—1)f(n)
Por consiguiente :
fn+3)—(a®>—a+1)f(n+1)—ala—1)f(n) =0, y por ende g(n+1) —a-g(n) = 0 lo cual es quivalente a
gin+1)=a-g(n)
Aplicando la hipétesis inductiva tenemos que:
g(n+1)=a-(f(1) + f(2)) - (2a — 1) -alr=D
— (1) + £(2)) - (2a—1) - alr D1
Prueba 2
o) = {0 +2) af(n e 1)+ (0 f0).

=3
S

Q

=(@=Df(n+1)+af(n)+af(n+1)+(a-1f(n) = (2a - )(f(n) + f(n +1))
Por lo tanto podemos probar que (f(n) + f(n+ 1)) = (f(1) + £(2))a(»~V
Para n = 1 es claro que (f(1) 4+ f(2)) = (f(1) + £(2))a*~V

Sabemos que f(n+2)=(a—1)f(n+1)+af(n)
Sumando f(n + 1) a ambos lados de la igualdad tenemos: f(n+2)+ f(n+1) =a(f(n+ 1)+ f(n))
Finalmente usando la hipétesis inductiva :
Fn+2)+ f(n+1) = a(F(1) + £(2)) - oD
F(n+1)+ 1)+ f(n+1) = (F1) + £(2)) - alr+ D=1
Solucién Problema 17 : Para n =1 tenemos que: f(3-1)+ f(3-1+1) = f(3) + f(4)
fB3)=31+1)+1=7
fA) =3(7T+1)+1=25
Por lo tanto:
fB)+ f(4) = 7+ 25 = 32, que, evidentemente, es divisible por 32. f(3(n+ 1)) + f(3(n+ 1) +1) =
f(Bn+3)+ f(3n+4)
= f(B3n+3)+3(fBn+3)+ fBn+2) + 1 =4f(3n+3) +3f(3n+2) + 1
=43(fBn+2)+ fBn+1))+1)+3fBn+2)+1
= 15f(3n+2) +12f(3n+1) +5
=153(fBn+1)+ f(3n))+1)+12f(3n+1)+5
=12f(3n+ 1) + 20+ 45(f(3n + 1) + £(3n))
=43f(3n+1)+5)+45(f(3n+1) + f(3n))
Si probamos que 3f(3n + 1) + 5 es divisible por 8 , podemos completar la demostracién.
Para n = 1 ,debemos probar que: 3f(3-14 1) + 5 es divisible por 8. 3f(4) +5 = 3-25+ 5 = 80, que,
claramente, es divisible por 8.
3fB3(n+1)+1)+5=3fBn+4)+5=33(f3n+3)+ fBn+2)+1)+5
=3B33(fBn+2)+ fBn+1))+1+ f(Bn+2))+1)+5
=3(12fBn+2)+9fBn+1)+2)+5
= 36f(3n+2) +27f(3n+1) +17
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=36f(3n+2)+9(3f(3n+1) +5) — 28
=4(9f(3n+2)—7)+9(3f(3n+ 1) +5)

Nos faltaria probar que (9f(3n 4 2) — 7) es divisible por 2, o que (f(3n + 2) — 1) es divisible por 2.
Probaremos que (f(3n +2) — 1) es divisible por 2.

Para n = 1 ,debemos probar que: f(3 -1+ 2) — 1 es divisible por 2. f(5) — 1 = 97 — 1 = 96, que,
evidentemente, es divisible por 2. f(5)—1 = 97—1 = 96, that, evidently, is divisible by 2. f(3(n+1)+2)—1=
FBn+5)=3(fBn+4) + fBn+3))+1—1
=33(fBn+3)+ f(3n+2))+1+ f(3n+3))
=12f(3n+3)+9f(3n+2) +3
=12(f(3n+3)+1)+9(f(3n+2) —1)

Por lo tanto si f(3n +2) — 1 es divisible por 2, f(3(n + 1) 4+ 2) — 1 también lo es.

Por consiguiente (9f(3n + 2) — 7) es divisible por 2,con lo cudl podemos completar la demostracién de
que 3f(3n+ 1) + 5 es divisible por 8 y por ende terminar de demostrar que para todo n perteneciente a los
naturales: (f(3n) + f(3n + 1)) es divisible por 32.

Indicacién Problema 18 : Probar que f(n) =n- f(1) (mod p?), usando la indicacién del problema
20 ,pero los casos bases son n = 0y n = 1. A continuacién probar que f(100) es divisible por p? y por lo
tanto f(1) es divisible por p?,ya que 100 no es divisible por p de acuerdo al enunciado.

Indicacién Problema 19 :

Ver indicacion problema 1.

Indicacién Problema 20 : Usar la siguiente forma de induccion:

1. La propiedad es verdadera paran =1y n = 2.
2. Si la propiedad es verdadera para n'y (n+ 1), entoces la propiedad es verdadera para (n + 2).

Indicacién Problema 21 :
Notar que debemos determinar Sy(n),S2(n),S3(n),S4(n) y Ss(n) tal que:

F(S1(n)) + F(S1(n)) = F(S3(n))(F(Sa(n)) + F(S5(n)))

Considerar unos pocos valores de n y tomar las sucesivas diferencias de S;(n). Usar la férmula de Binet.
Indicacién Problema 22 : Ver indicaciéon del problema 21.

Indicacién Problema 23 :

Sea f(n) = a+@=1n) L p+(e=1n) L (g 4 p)(d+p=1n)

Probar que f(n) = ((1 —n)f(0) +nf(1)) (mod p?))n > 0. Usar la siguiente forma de induccién:

1. La propiedad es verdadera paran =0 and n = 1.
2. Si la propiedad es verdadera para n and (n + 1), entoces la propiedad es verdadera para (n + 2).

Sea g(k) = a(%%=2) 4+ p(6k=2) 1 (44 b)(6*=2) Del problema 5(b), sabemos que g(k) es divisible por p? para
cada entero positivo k.En particular para k = 1 y k = p ,pero notar que g(1) = f(0) y g(p) = f(6).Por lo
tanto f(0) y f(6) son divisibles por p?. Asi f(6) = 6f(1) (mod p?) ,luego f(1) es divisible por p? (p es
prime relativo con 6) y por consiguiente f(n) =0 (mod p?) para cada n > 0.

Indicacién Problema 24 :

Ver indicacién del problema 7 y usar el siguiente resultado: a® — ab + b2 y a® + ab + b2 son divisibles
unicamente por primos de la forma 6k 4+ 1 or by 3 (con a y b primos relativos).

Indicacién Problema 25 :

Mostrar que:y ., F(i)> = F(n)F(n +1) y ver solucién del problema 6.Otra solucién es usar la férmula
de Binet.

Indicacién Problema 26 :

Considerar n par y n impar y usar lo siguiente:

F(n+10) = 55F(n+ 1)+ 34F(n)
F(n+10) = 11(6F(n+1)+3F(n))+ F(n)

14



Indicacion Problema 27 :
Sea:

Fin)=n-0)...(n— ¢ —-1)n—(G+1)...(n—(k—1))
Probar que:
FO(TL)F(O) Fl(n)F(l) + kal(n)F(k — 1)
Fy(0) Fi(1) Fe1(k—1)
(Notar que para k =2 ,F(n) = ((1 —n)F(0) + nF(1)) (mod p?) y para k =3

F(n) = (U2 p(0) - n(n - 2)(1) + "5 F(2)  (mod p?)
Usar la forma de inducién que es indicada a continuacién:

F(n)= (mod p")

1. La propiedad es verdadera paran=0,n=1n=2,...n=k—1

2. Si la propiedad es verdadera para n, (n+1),(n+2),...,(n 4+ k — 1),entonces la propiedad es verdadera
para (n + k).

Es facil ver que para n = 0 F(0) = F(0) (mod p*),for n =1 F(1) = F(1) (mod p*),..., paran =i
F(i) = F(i) (mod p*),...y paran =k —1 F(k—1) = F(k—1) (mod p*).Por lo tanto la propiedad es
verdadera paran =0, n=1n=2,....n=%k — 1. Para el paso inductivo notar que:
Fo(n)F(0)  Fi(n)F(1) Fra(n)F(k—1)
n) = + +..F
9 = "1 o) Fi(1) For(k—1)

Es un polinomio en n de grado a lo mds (k — 1).Por lo tanto del Célculo de Diferencias Finitas tenemos

que
3 (5}t =0

=0

Completar esta parte de la demostracién usando el hecho que:

k

k 4
> <Z) (=D F(n+i) =0 (mod p")
i=0
Si F(ag),F(ai),...,F (ax—1) son divisibles por p* | tenemos el siguiente sistema:
F F(0 F; F(1 Fy_ Fk-1
0(@)F(O) | Fla)FQ) | Fealeo)F(k—1) _
Fy(0) Fi(1) F_1(k—1)
Fo(al)F(O) Fl(al)F(l) Fk_l(al)F(k:— 1) - k
+ + ... =C1p
Fy(0) Fi(1) Fi1(k—1)
Fo(ak_l)F(O) Fl(ak_l)F(l) Fk_l(ak_l)F(k - 1) _ k
+...+ = Ck—1D
Fo(0) Fi(1) Fy_1(k—1)

Por Regla de Cramer F'(i) = ‘fgt((‘:i)) , p* es factor de det(A;)(también puede ser probado que 1;1((8)) es un
entero para ¢ = 0,...,(k — 1) usando la misma forma de induccién indicada anteriormente).Por otra parte
es facil probar que det(A) tiene los factores (a; — a;) 4 distinto de j. El factor restante de det(A) es una
constante que puede ser calculada evaluando ag = 0,...,a,—1 = k — 1. Sabemos que F (i) es entero ,por lo

tanto:

Si F(ag),F(ay),...,F(ax—1) son divisibles por p* donde (a; — a;) no es divisible por p para i distinto de j,
then F(i) es divisible por p* for i = 0,...,(k — 1).Asf F(n) =0 (mod p*).

Indicacién Problema 28 :Notar que G,i2(a) = (Gpy1(a) + Gu(a)) (mod a® — a — 1)(Divisién de
polinomios.)

Probar que:G.,(a) = (F(n —1)Go(a) + F(n)G1(a)) (mod a® —a —1)

Usar la siguiente forma de induccién:
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1. La propiedad es verdadera paran =0 and n = 1.
2. Si la propiedad es verdadera para n and (n + 1), entoces la propiedad es verdadera para (n + 2).

Luego probar que Go(a) = Gii(a) = 0 ( polinomio cero) ,por lo tanto F(11)G;(a) tiene el factor
a? —a — 1,por ende si 1 es una raiz del polinomio a?> — a — 1, tenemos que 89G;(r) = 0.De ese modo
G1(r) = 0(89 distinto de 0) y por lo tanto: G,,(a) es divisible by a? — a — 1 para cada entero no negativo n.
También es posible determinar ,directamente,que:

Gi(a) = —(a®* —a —1)(a® 4+ a® + 2a" + 3a® + 5a® + 8a* + 13a® + 21a® + 34a + 55)

Indicacién Problema 29 :Del teorema de Wilson existe un entero a tal que
a? = —1 (mod 4k + 1).Demostrar que los enteros de 1 a 2k pueden ser ordenados en k pares tales que la
suma de los cuadrados de cada par es divisible por (4k + 1).El resultado es deducido,inmediatamente,de la
bien conocida propiedad: 22"t 4 y?7+1 eg divisible por (z + y).

Indicacién Problema 30 :Probar que G(n) = (n(n —1)/2)G(2)) (mod p?),luego

G(1001) = 500500 * G(2) (mod p?) y concluir.
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