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Leer atentamente antes de proceder


MATEMATICA DISCRETA. Ejercicios I

1.  Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Explique brevemente la 
    

     respuesta.

 
       (  a) ( ( (

(  f) {(} ( (  



(  k) {a,b} ( {a,b, {a,b} }

       (  b) ( ( (

(  g) {(} ( {(}



(  l) {a,b} ( { a,b, { { a,b } } }

      (  c) ( ( {(}

(  h) {(} ( {(}



(  n) {a, ( } ( {a, {a, ( } }

      (  d) ( ( {(}

(  i) {a,b} ( {a,b,c, {a,b,c} }

(  m) {a, (} ( {a,{a, ( }}

      (  e) {(} ( (

(  j) {a,b} ( {a,b,c, {a,b,c} }


     Hay que tener en cuenta que todo conjunto tiene como subconjunto a si mismo y al vacio, y que un conjunto 

      A es subconjunto de otro B, si A aparece como elemento del conjunto potencia de B.


2. Determine cuales de las siguientes afirmaciones acerca de conjuntos arbitrarios A, B y C son 
    verdaderas. Justifique la respuesta.


   a) Si A ( B y B ( C, entonces A ( C

 


         (, porque ( b ( B ( b ( C


   b) Si A ( B y B ( C, entonces A ( C




       A aparece como elemento en C, lo cual no garantiza que los elementos de A esten en C.


       (, contraejemplo :


       
   Sea A={a}, B={ {a}, b, c }. Vemos que A ( B.


       
  Sea C={ {a}, b, c,d }, vemos que B ( C, pero {a}

P(C), por lo que no se cumple A ( C


   c) Si A ( B y B ( C, entonces A ( C


       A no aparece como elemento, aunque sus elementos formen parte de un elemento de C.


       (, contraejemplo :



   Sea A={a}, B={a,b}, C={ {a,b}}. Vemos que A ( C solo se cumpliria si C={...,{a},....,...}


   d) Si A ( B y B ( C, entonces A ( C


       Los elementos de A no aparecen en C, sino integrando un elemento de C.

    
         (, contraejemplo :


 
    Sea A={a}, B={a,b}, C={{a,b}}  pero P(C)={ ( , {{a,b}} } , por lo que no se cumple A ( C

  3. Sean (A(C)((B(C) y (A(

)((B(

), demostrar que A(B.

       Sabemos que C(

=U  y  A=A(U,  asi que A=A((C(

),  que desarrollado,  = (A(C) ( (A(

)

       Y observando el enunciado :  ((A(C)((A(

)) ( ((B(C)((B(

))  (  A ( B

  4. ¿Que se puede decir de los conjuntos P y Q ?


a) P(Q = P ( P(Q ?

     Dems. :   Para cualquier x(P : P=(P(Q) ( x((P(Q) ( x(Q


b) P(Q = P ( Q(P ?

     Dems. :   Para cualquier x(P : P=(P(Q) ( x((P(Q) ( x(Q

c) P(Q = P ( Q=( ?, es decir : (P(Q)–(P(Q)=P ( Q=( ? 

     Es erroneo suponer que Q=(, Dems. :


     
Si x ( Q : 



d) P(Q = P(Q ( P=Q ?


    Dems : Para ( x(P  ( P(Q = P(Q, ( x(Q ( P=Q

  5. a) Sean A(B y C(D. ¿Siempre sucede que (A(C) ( (B(D)?

  Sí, 


         ¿Siempre sucede que (A(C)((B(D)?

  Sí, 


      b) Sean A(B y C(D. ¿Siempre sucede que (A(C)((B(D)?


 No. En a) demostramos que son subconjuntos, ahora refutaremos demostrando que son iguales.


 Contraejemplo :  A={1,2}, B=D={1,2,3}, C={2,3},   vemos que A(B y C(D, pero (A(C)=(B(D)

          ¿Siempre sucede que (A ( C) ( (B ( D)? 

 
  Contraejemplo :  A={1,2}, B={1,2,3}, C={1,4}, D={1,4,5}   vemos que A(B y C(D, pero (A(C)=(B(D).

  6.  a) Puesto que (A ( B)=(A ( C), ¿es necesario que B=C? 


No, contraejemplo : A={1,2,3}, B={3,4,6}, C={2,4,6}

       b) Puesto que (A ( B)=(A ( C), ¿es necesario que B=C?


No, contraejemplo : A={1,2,3}, B={2,3,4}, C={2,3,5}

       c) Puesto que (A ( B)=(A ( C), ¿es necesario que B=C?


A (B=(A ( B)–(A ( B),  A (C=(A ( C)–(A ( C)



Para


            

Para


  7. Sean A,B,C conjuntos arbitrarios.


a) Demostrar (A–B)–C=A–(B ( C)

 
     A–B= A ( 



     (A–B)–C (  (A(

)–C (  (A(

)(

(  A((

(

) (  A(

 (  A–(B(C)


b) Demostrar (A–B)–C=(A–C)–B


     (A–B)–C (  (A(

)(

 (  (A(

) (

(  (A–C)–B 


c) Demostrar (A–B)–C=(A–C)–(B – C)


    A–(B ( C) = A–(C ( (B–C)) ( A–(B ( C) ( A–(C ( B)

    



    Como son iguales, se verifica la demostración.

  8. Sean A=estudiantes de 1er curso, 
          B=estudiantes de 2º, 


   C= estudiantes de I.T. Informática,   D= estudiantes de I. Informática, 


   E= estudiantes de MD, 
          F= estudiantes que fueron al concierto, 


   G= estudiantes que se acostaron tarde

       Expresar :


a) Todos los del 1º curso de I. Informática cursan MD : A ( E=A


b) Los del curso de MD o los que fueron al concierto se acostaron tarde : E( F=G


c) Ningún estudiante de MD fue al concierto  : E ( F= ( 


d) El concierto fue solo para estudiantes de 1º y 2º : 

 ( F= (

e) Todos los de 2º que no son de I. T. Informática ni de I. Informática, fueron al concierto.


     F((B–C–D )=F

9.  Sea A={(}. Sea B=P(P(A)). 

     P(A)={A,(,{(} }, B=P(P(A))= { A, ( , {(}, {A}, {{(}}, {A, (}, {(,{(}} }

         (  a) ( ( B   
    (  b) ( ( B 

         (  c) {(} ( B      
    (  d) {(} ( B 

         (  e) {{(}} ( B         (  f) {{(}} ( B

  10. ¿Verdadero o falso?

· a) A ( P(A) = P(A)

 
        Contraejemplo :  Sea A={1,2} ;  P(A)={(, {1}, {2}, A},  A ( P(A)= {1, 2, (, {1}, {2}, {1,2} }

· b) A ( P(A) = A



          Ver Contraejemplo anterior.

· c) {A} ( P(A) = P(A)

         Porque {A} ( P(A)

· d) {A} ( P(A) = A

          Porque A ( P(A)= {1,2} ( {(, {1}, {2}, A} = {A}

( clase?

· e) A–P(A) = A

         A esta como elemento en P(A), y ningun conjunto se tiene a si mismo como elemento.


(   f) P(A)–{A} = P(A) 


        P(A)–{A} = { (, {1}, {2} }

  11. Sea A y B conjuntos arbitrarios.

a)  Demostrar P(A ( B)= P(A) ( P(B), o mostrar contraejemplo


     Para un x(P(A(B) ( x(A(B ( x(A y x(B ( x(P(A) y x(P(B) ( x(P(A)(P(B), 

      de modo que  P(A(B)=P(A)(P(B)


b) Demostrar P(A ( B)= P(A) ( P(B), o mostrar contraejemplo

    Sea U={1,2,3}, A={1}, B={2}. Entonces {1,2} per P(A ( B), pero {1,2} 

P(A) ( P(B)

  12. Mostrar ejemplo de conjuntos con más de 4 elementos A y B y una función f:A ( B tal que :


a) f no sea inyectiva ni sobreyectiva
  14a)


b) f sea inyectiva y no sobreyectiva.
  13e)


c) f no sea inyectiva y sí sobreyectiva.
  13d)


d) f sea inyectiva y sobreyectiva
  13a)

  13. Para cada una de las siguientes funciones f:Z ( Z, determinar si la función es inyectiva y/o sobreyectiva.      

       Si no es sobreyectiva, determinar la imagen de f.


a) f(x)=x+7

  
    Inyectiva :  f: Z ( Z. Sobreyectiva : x ( x+7


b) f(x)=2x–3


    Inyectiva, sobreyectiva.


c) f(x)=-x+5


    Inyectiva, sobreyectiva.


d) f(x)=x2

    No inyectiva : f(3)=9=f(-3). Sería inyectiva si f: Z+ ( Z.


    Sobreyectiva, pues para ( x2(Z, ( |x|(Z .


e) f(x)=x2+x


    Inyectiva, no sobreyectiva.


f) f (x)=x3

   Inyectiva, no sobreyectiva.

14. Para cada una de las siguientes funciones f:R ( R, determinar si la función es inyectiva y/o sobreyectiva. 

      Si no es sobreyectiva, determinar la imagen de f.


a) g(x)=x+7
b) g(x)=2x–3
c) g(x)=–x+5
f) g(x)=x3

d) g(x)=x2
imagen = [0,+()


e) g(x)=x2+x
imagen = [-1/4,+()


a), b), c), y f) son inyectivas y suprayectivas, d) y e), ni inyectivas, ni suprayectivas.

  15. Dadas las funciones f,g:R ( R

f(x)=

  y  g(x)=x2+3x+4
    hallar f

g  y g

f .


g

f = (f(x))2+3x+4 ( ... ;   f

g=

 ( ... ;

  16. Sean f:A(B y g:B(C aplicaciones (por tanto, g

f : A(C). Demostrar que:


a) Si f y g son inyectivas entonces g

f es inyectiva


b) Si f y g son sobreyectivas entonces g

f es sobreyectiva


c) Si f y g son biyectivas entonces g

f es biyectiva

      Ver demostración en apuntes.

  17. En las mismas condiciones del ejercicio anterior demostrar que :


a) Si g

f es inyectiva entonces f y g también lo son


b) Si g

f es sobreyectiva entonces f y g también lo son


c) Si g

f es biyectiva entonces f y g también lo son

18.  a) Sea f una aplicación  (  ( la inversa, f--1. Demostrar que f--1 tiene inversa y es la propia f, o sea (f -1)-1.


Según Pág 86 3.17 :  ‘Si f :A(A, se define f-1=f, y para n ( Z+, fn+1=f((fn)’  (( demostración ?)

        b) Sean f y g aplicaciones biyectivas y componibles. Demostrar que la inversa de g

f es (f -1)

(g-1) .


Para f, g invertible ( f y g son biyectivas ( g(f es biyectiva ( g(f es invertible.


Como (g(f) ((f-1(g-1)=IdC y (f-1(g-1)( (g(f)=IdA , f-1(g-1 es una inversa de g(f.


Por la unicidad de los inversos, f-1(g-1=(f (g)-1 .

  19. Sean f: A ( B, g:B ( C y h: C ( A aplicaciones tales que h 

g 

 f es inyectiva, g 

 f 

 h es

        sobreyectiva y f

h

g es sobreyectiva. Demostrar que f, g y h son aplicaciones biyectivas.

        La composición de funciones es asociativa, y ya vimos antes que si la composición de 2 funciones es inyectiva, 

         también lo son las 2 funciones, e idem con la sobreyectiva. Por tanto, son biyectivas.


MATEMATICA DISCRETA. Ejercicios II

1.    Estudiar las siguientes relaciones binarias definidas en el conjunto Z :


a) x R y   (  xy > 0



( reflexiva : 0·0 =0; (0,0)

R





( simetrica (si xRy ( yRx) : porque el producto es conmutativo en Z



( transitiva (xRy, yRz ( xRz) : xy>0 y zy>0 ( (xy)(yz)>0  (  y2xz>0 ( xz>0


b) x R y   (  xy ( 0



( reflexiva : para x=0 ( 0·0=0  y  para x=– ( x2=+ >0



( simetrica : el producto es conmutativo



( transitiva (xRy, yRz ( xRz) : xy(0 y zy ( 0 (  (xy)(yz)(0  ( y2xz(0 ( xz(0

2.    En Z ( Z* se define la relación (a,b)R(c,d) si, y solo si, ad=bc. Demostrar que se trata de una relación de 

       equivalencia y hallar el conjunto cociente. (Z*=Z–{0} )



( reflexiva (x,y)R(x,y) : xy=yx, porque el producto es conmutativo en Z y Z*


( simetrica (a,b)R(c,d) ( (c,d)R(a,b) : ad=bc y cb=da



( transitiva (a,b)R(c,d) y (c,d)R(e,f) ( (a,b)R(e,f) : 




ad=bc y cf=de ( af=be ? sí porque fad=bcf y bcf=deb ( fad=deb ( fa=eb



Conjunto cociente



Z(Z*/~ = { [(a,b)] ( (a,b) ( Z ( Z* }  ,  [(a,b)]= { (c,d) ( Z ( Z* ( (a,b)R(c,d) }



ad=bc ( a/b=c/d,  el conjunto cociente seran todas las fracciones proporcionales a a/b,



por consiguiente todas las clases unidas seran el conjunto de los números racionales Q
3.    En el conjunto a={0,1,–2,4} se da la siguiente relación : Dados x,y ( A, xRy ( x2+x = y2+y.

       Demostrar que es una relación de equivalencia y hallar el conjunto cociente.

4.    Sea f : A      B una aplicación cuya descomposición canónica es f=i

f1

c. Demostrar : 

a) f es inyectiva ( c es inyectiva.


b) f es sobreyectiva ( i es sobreyectiva.


c) f es biyectiva ( c,i son biyectivas.

5.    Demostrar que la relación R definida en el conjunto de las partes de un conjunto U, P(U), por : A,B ( P(U),         

       A R B ( A ( B es una relación de orden. ¿Es una relación de orden total?.

6.     Sea A un conjunto, donde Card(A)=n. Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o flasa,         

        en cuyo caso dar un contraejemplo.


a) Si R es una relación reflexiva en A, entonces Card(R) ( n.


b) Si R es una relación en A y Card(R) ( n, entonces R es reflexiva.


c) Sean R1, R2 dos relaciones en A con R1(R2. Si R1 es reflexiva ( respectivamente simetrica, 
  
    antisimetrica, transitiva) entonces R2 es reflexiva( respectivamente simetrica, antisimetrica, 
                                                                                

                transitiva).

7.    Determinar si las siguientes relaciones definidas en el conjunto A son de equivalencia :

       a) A={a,b,c,d}. R={(a,a), (b,a), (b,b), (c,c), (d,d), (d,c) }

       b) A={1,2,3,4,5}. R={ (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (3,1), (2,3), (3,3), (4,4), (3,2), (5,5) }

       En caso afirmativo calcular las clases de equivalencia


MATEMATICA DISCRETA. Ejercicios V

1.    Demostrar por inducción lo siguiente :

       a) 1 + 3 + 5 + ... + (2n–1) = n2.

             base de inducción : ¿ ( para n=1 ? sí, porque para 1+3+5+...+(2n–1)=n2 , con n=1 nos queda 1=1


             paso inductivo : suponemos ( para k ( 1, ¿( para k+1? . O sea 

k2 ,  ¿

(k+1)2 ?

             vemos que se cumple, porque 

+(2(k+1)-1)=(k+1)2  (  k2 +2k+2–1=(k+1)2  (  (k+1)2=(k+1)2
       b) 1 + 3 + 5 + ... + (2n–1) = n(2n–1)(2n+1) / 3 .

            base de inducción : 1=1


            paso inductivo :


=k·(2k–1)·(2k+1) / 3 ,   ¿

= (k+1)·(2(k+1)–1)·(2·(k+1)+1)/3?




+ (2(k+1)–1)2 = 

  (  ( k·(2k–1)·(2k+1)/3 ) + (2(k+1)–1)2 = (k+1)·(2(k+1)–1)·(2·(k+1)+1) / 3  ( 

              ( 

=


        ( estos son exactamente la misma movida

       c) 1·3 + 2·4 + 3·5 + ... + n·(n+2) = n·(n+1)·(2n+7) / 6 .

       d) 

 

        e) 


       f) 

 ( este es igual pero para las tres partes : la 1º  con la 2º, y la 2º con la 3º

2.    Demostrar que para cada n ( 0, el número 42n+1 + 3n+2 es múltiplo de 13.

        ( Es decir : 13 | (42n+1 + 3n+2) ,  y por tanto : 42n+1 + 3n+2 = 13q

         base de inducción :  n=0, 42·0+1 + 30+2=13  (que es múltiplo de 13) 

         paso inductivo :  42k+1 + 3k+2=13q,  ¿42(k+1)+1 + 3(k+1)+2 ?

         42(k+1)+1+3(k+1)+2   =   42k+3+3k+3   =   4(2k+1)+2 +3(k+2)+1   =   42·4(2k+1)+3·3k+2   =   16·4(2k+1)+3·3k+2   =  

         =   16·4(2k+1)+3·3k+2+( 13·3k+2–13·3k+2 )   =   16·4(2k+1)+16·3k+2 –13·3k+2   =   16·(4(2k+1)+3k+2)–13·3k+2
         =   16·(13q)–13·3k+2   =   13·( 16q–3k+2 )  que evidentemente es múltiplo de 13
4.    Para n ( Z, probar que :  n–2 < (n2–n) / 12 .    ( lo mismo que los anteriores

5.    Sea P(n) la proposición para n ( Z+, 

 . 

        Demostrar que la veracidad de P(k) implica la veracidad de P(k+1) para todo k(1. ¡ ( lo mismo de antes !

       ¿ Es verdadera P(n) para todo n ( Z+ ?

6.    Demostrar que todo número natural  n ( 24  se puede expresar como la suma de cincos y sietes .

8.    Probar que la suma de los ángulos internos de un polígono convexo de n lados es (n–2)·( radianes.

Alejandro Ramírez
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