MA-11A Algebra 12 de Marzo, 2001

Lista de Potenciales Ejercicios Semestre 1

1 Ldégica y Conjuntos

Problema 1 Sean p, ¢ y r proposiciones. Demostrar con y sin tablas de verdad que las siguientes
proposiciones son tautologias:

i) A= I[PpVaArle )]
i) @Ag=>r)<= PA~T=>~0)
(iii) (PAg) =[PV A& g)

Problema 2 Sean p y ¢ proposiciones. Se define la proposicién “ni ¢ ni p”, la que denotamos por
p ! g, por la siguiente tabla de verdad:

(i) Probar que ~p <= (plp) y que (pVq) <=~ (p| ).
(ii) Expresar las proposiciones p = ¢ y g A p usando sélo | y ~.

Problema 3 Sean A, B,C conjuntos. Usar los teoremas del dlgebra de conjuntos para probar que:

i) ANC=0)=(A\B)\C=4\(B\C)
() AAB=C= AAC =B
(i) (AUBUC)\(ANBNC) = (AAB)U (BAC)U (AAC)

Problema 4
(i) Sean p, g, r proposiciones.

(i.1) Construir la proposicién compuesta “s” (en funcién de p, g, r) cuya tabla de verdad
es:
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mEEEg<g<as
HE < <HEg g

Ham<H <GS
<HETm<<EH<g<g

(i.2) Probar que s = (r = p) es una tautologia.
(ii) Sean A, B, C conjuntos. Probar que ACC = A\ B=C\[BU (C\ 4)].

Problema 5 Sea A un subconjunto fijo del conjunto E y sea M = {X € P(E) : AnX = 0}
Probar que:

YleMyE\Ae M.

i) Ace M= A=0<= M =P(E).

(iii) (VX e M)(VY e P(E)X NY € E.

(iv) [ XeM)AY e M)] = [(X\Y)U\X) € M.

Problema 6

(i) Sean A y X conjuntos. Demostrar que [(AU X)\ (AAX)]U[(AUX)\ 4] = X.

(ii) Dados A, B, C conjuntos, aprovechar el resultado entregado en (a) para determinar un conjunto
X tal que (AAX =B)y (AU X =C).

(iii) Probar que en el caso B = C el conjunto X es disjunto con A.

2 Funciones

Problema 1 Sea f : F — F una funcién. Se dice que A C E es estable si f~1(f(4)) = A.
(i) Probar que si A y B son subconjuntos estables de E entonces A°, AUB y AN B también lo son.
(ii) Probar que f es inyectiva si y s6lo si todo subconjunto de E es estable.

Problema 2 Sean f: A =+ By g: A — B’ dos funciones biyectivas. Definimos Fa a4 ={h: A —
A’ : hesunafuncién} y Fp g = {h: B — B’ : hes una funcién}. Considere ademés la funcién
¥ : Faa — Fp,p tal que a cada h € Fa 4 le asocia ¢(h) =goho f~1.

(i) Probar que % es una biyecci6n.

(ii) Probar que h es inyectiva si y sélo si (k) es inyectiva.

(iii) Probar que h es sobreyectiva si y sélo si ¢(h) es sobreyectiva.

Problema 3 Sea f : Z — Z una funcién tal que f(n + m) = f(n) + f(m) para todo n,m € Z.
(i) Probar que f(0) = 0.

(ii) Probar que f(—m) = —f(m) para todo m € Z.

(iii) Pruebe que f es inyectiva si y s6lo si f~1({0}) = {0}.
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Problema 4
(i) Probar que para todo A, B, C conjuntos se tiene,

(i.1) AAB = AAC = B =C,
(i.2) AAB=C = B = AAC.

(ii) Sea E un conjunto y A un subconjunto de E. Se define la funcién f : P(E) — P(E) como
f(X) = XAA. Probar que f es biyectiva y determine la funci6én inversa de f.

3 Relaciones

Problema 1 Considere el conjunto N* = N x N x ... X N de n-tuplas con componentes en los
niimeros naturales. Se define la relacién R; sobre N por:

n n
Ry << z <y, zr1+z2<1 +y2,...,2xi < Zy’
i=1 i=1
(i) Demuestre que R; es una relacién de orden parcial.
(ii) Sea R la relacién de orden usual de n-tuplas, i.e.,
Ve, y e N* 2Ry <= z; <y;,Vie{1,2,...,n}.
Demuestre que zR2y = xR1y. Verifique que la implicancia en el otro sentido es falsa. Para ello

construya un contraejemplo.

Problema 2 Considere el conjunto A = {1,2,...,n}. Se dice que a = {Bi, Bs,...,Bs} es una
particién de A si:

(1) B; #0 parai=1,2,...,n, (2) B;NB; =0 para todo i # j, (3)A:UBZ~.

Denotemos por D(A) al conjunto que contiene todas las particiones de A. Definimos la relacién R
sobre D(A) por: aRa’ < VB' € o/, B € « tal que B' C B.

(i) Probar que R es relacién de orden en D(A).

(ii) Probar que si |A| > 3, entonces la relacién es de orden parcial.

Problema 3 Sea A un conjunto no vacioy f : A — A una funcién biyectiva. Denotaremos por
f~! ala inversa de f. Paran > 1 definimos (™ como la composicién de f con ella misma n veces
y sin < 0 definimos f(™ = (f~1){"D. Si n = 0 escribimos (¥ = id4.

Considere la relacién en A definida por: 2Ry <= In € Z, f(")(z) = y.

(i) Probar que R es una relacién de equivalencia.
(ii) Considere p € N\ {0} fijo. Si A=Qy f: Q — Q se define por f(g) =p- g, calcular la clase de
equivalencia de 0 y de 1 con respecto a R.
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Problema 4 Considere el conjunto A = Z x Z. Se define la relacién R en A por:
(a1,a2)R(b1,b2) <= a1+ az — b — b2 = 2k para un cierto k € Z.

(i) Pruebe que R es una relacién de equivalencia.

(ii) Calcular explicitamente [(0,0)]r v [(1,0)]=.

(iii) Pruebe que A = [(0,0)]r U [(1,0)]R.

(iv) Pruebe que existe una biyeccién f : [(1,0)]r — [(0,0)]%.

4 Induccion

Problema 1

n
(i) Sean p, ¢ reales no negativos tales que p + ¢ = 1. Calcule Z (:) PP R
E=0
Indicacién: Observe que k? = k(k — 1) + k.
(ii) Pruebe que dado n > 1, para cualquier j > 0 se cumple que:

i(i+j—1) _ (n+j)
=1 J j+1
(iii) Pruebe que: Vn € N, 32"+ 4+ 2n+2 ¢g divisible por 7.

Problema 2 Calcular las siguientes sumatorias:

. Wk SN 2%k+1 & n . n—1
Oy (2), (i) y PRSI (i) > (k(-’:-)l)’ (iv) ) k(k+1).

k=2 k=1

Problema 3 Probar por induccién que:
Vn € N, 32n+1 4 2742 eg divisible por 7.
.. T (DR 1
Vn € N, = .
(i) vn kZ:O k+2)(k+3) (+2)(n+3)
(iii) Vn > 2, 2" (a™ + b™) > (a + b)", donde (a +b) > 0y a # b.

Problema 4

(i) Sean E un conjunto no vacio y <« un orden total sobre E. Probar que si A es un subconjunto
finito no vacio de E entonces, existe a € A tal que para cada b € A, a € b.

Indicacién: pruébelo por induccién sobre el nimero de elementos de A.

(ii) Probar por induccién que ¥Ym > 1, 52m+1 4 72m+1 g divisible por 6.

(iii) Probar por induccién que Vn > 2, n™ > 2nl.

Problema 5

n
(i) Pruebe sin usar induccién que paran > 1,0 < k <mn, (

k

1\" &1
— < —.
(1+n) —kzzok!

nk
) < = y deduzca que
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(ii)Sea S=1+(1+b)g+(1+b+b*)g®+...+(1+b+...+b")¢" donde n €N, ¢,b € R,q,b # 1.
Escribir S como una expresién de dos sumatorias y calcilela.

Problema 6
(i) Muestre que el siguiente conjunto es infinito numerable: A = {(m,n) € ZxXZ : m < n}.
(ii) Sean C' y D conjuntos no vacios, con C finito y D infinito numerable. Sea

F(C,D)y={f:C —= D : f esfuncién }.

Muestre que F(C, D) es infinito numerable.
Indicacién: Puede usar la siguiente propiedad: Si A;, As,..., A, son conjuntos numerables, en-
tonces A = A; X Ay X ... X A, es numerable.

5 Estructuras Algebraicas

Problema 1 Sea (G,®) un grupo y (H,®) un subgrupo de (G,®). Se define paraa € Gy b€ G:
a®H={a®h:heH}

Probar que:

()Sige H=g@H=H.
(i) Sia@HNVQH#0=a®H=0R H.

Problema 2
(i) Sea (A, %) una estructura algebraica con elemento neutro e € A y asociativa. Se define el conjunto

B={zecA:JyecAzxy=y*xz=c¢},

es decir, z € B si y sélo si x tiene inverso para la operacién x en A. Probar que * es cerradaen B y
que (B, *) es un grupo.
(ii) Considere el conjunto Z;3 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} con la operacién -13 de multipli-
cacién médulo 13. Sean

Ay = {1,12}, 4, = {1,2,4,6,8,10, 12}, A5 = {1, 5,8,12}.

Sefiale cual de los conjuntos anteriores con la operacién -13 es un grupo y cual no lo es. Justifique
claramente su respuesta.

Problema 3

(i) Sea (G, *) un grupo que verifica la propiedad Va,b € G, (a x b)2 = a2 x b%. Probar que (G, *) es
un grupo abeliano.

(ii)Sean G ={f:R—= R :3a,becRa#0,f(zx)=az+b}yG={f:R—=>R: IR f(z) =
z + b}. Sabiendo que (G, o) es un grupo, probar que (G, o) es un subgrupo de (G, o).

Problema 4 .
(i) Sea (G, *) un grupo abeliano y H, K subgrupos de G. Se ademés H x K def {h*k : he Hike€ K}.
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Probar que H * K es un subgrupo de G.

(ii) Sea (G, *) un grupo tal que para cada g € G existe n > 1 tal que g" = g*...* g (n-veces) = e
(el neutro de G). Probar que el tnico homomorfismo F : (G,%) — (Z,+) es la funcién constante
F(g)=0en todo g € G.

(iii) Sea (G, *) un grupo que satisface la propiedad a * a = e (el neutro del grupo) en cada a € G,
es decir, el inverso de cada elemento del grupo es el mismo elemento. Pruebe que G es un grupo
abeliano. (Indicacién: calcule (a * b) % (b * a)).

6 Complejos y Polinomios

Problema 1
+\/§ 7

(i) Calcule —

(ii) Sabiendo que el polinomio p(z) = 2* — 42% + 1022 — 12z + 8 posée sblo raices complejas y que
una de ellas tiene médulo 2, encuentre todas las raices del polinomio.

Problema 2 Sea a # 1 una raiz séptima de la unidad. Pruebe que:

O1+a+a?+a+at+a®+af=0.

a? a®

() —2 4+ + - 2.

1402 1+4+a*t 14+af

Problema 3

(i) Determine todos los niimeros compleJos tales que |z — 2| = 1.
(ii) Resuelva la ecuacién en C, 2° = i.

(ili) Dibuje la regién {z € C : |2 —2| < |z — 1|}.

Problema 4

(i) Sea K =R o C. p € K[z] un polinomio de grado 2 o 3. Demuestre que p es irreducible si y sélo
si p no tiene raices en K.

(ii) Seape Clz] y a € C una rafz de p. Si p(z) = Y., a:z’, se define el polinomio D(p) tal que
D(p)(z) = 3.1, ia;z"!. Se sabe que sip, ¢ € C[z] entonces D(p-q)(z) = D(p)(z)q(z)+p(z)D(q)(z).
Probar que D(p)(a) = 0 si y sélo si (z — a)? divide a p(z).

Problema 5

(i) Sea p(X) = X% + aX? + bX + c un polinomio con coeficientes en R. Sea r(X) el resto de la
divisién de p(X) por (X —1). Sir(4) =0y X =i es raiz de p(X), calcule a, b, c.

(i) Sea p(X) =agp+ a1 X +...+ a1 X" 1+ X", con ag,...,a,_1 € C, tal que p(X) tiene n raices
distintas en C y si z € C es raiz de p(X) entonces su conjugado Z también lo es. Demuestre que
ag,...,0n_1 € R.

Indicacién: Estudie el producto de polinomios (X — z)(X — Z) donde z € C.

Problema 6
(i) Calcule las raices de z? = —i y expréselas de la forma a + bi.

(ii) Si z + 27 = 2cos(a), calcule los posibles valores de z € C y muestre que 2" + 2z~ = 2 cos(na).
(iii) Pruebe que Vn € N, (1 - )" + (1 +¢)" € R.



