PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PRIMER SEMESTRE DE 2001

MAT 1102 x Geometria

Solucién — Control N°3
Versién A

1. Sea ABCD un tetraedro, y sea A € R, A # —1. Sean P,Q,R y S los
puntos que dividen respectivamente a AD, BC, AC'y BD en razoén .
Demuestre que los segmentos P(Q) y RS concurren en un punto que los
dimidia.

Solucion:
Tomemos el origen en D (o en cualquier otro punto en forma adecuada).

Entonces, los vectores a, b y ¢ forman una base, y los vectores posicién
de los puntos P,@Q, Ry S estan dados —en términos de la base— por:

L 5+AJ_ i
L W D W D W
b
LS WIS e
- a+)\c
r = e

A+l A+17 ~
b b
S WSS D i R W

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

Las ecuaciones de las rectas PQ y RS son:

= P+ (1 —t)§ paraalgint € R,
= ur'+ (1 —u)s para algin u € R.
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Reemplazando p, ¢, 7y § en términos de la base {6, b, 5}, tenemos:

. ta  (1—tb AN1-1t)¢ )
XeP <— = | teR
€ PQ Z )\+1+ Tl + Tl para algin t € R,

ud (1—uw)b @
YeRS — ¢y = lg R
S Yy /\+1—|— N1l +/\+1 para algun uw €

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Las rectas PQ) y RS seran concurrentes si y sélo si existen ¢, u € R tales
que los puntos X e Y de las férmulas anteriores coincidan, o sea, si y
sélo si los coeficientes correspondientes de las combinaciones lineales
anteriores son iguales.

En otras palabras, las rectas PQ) y RS seran concurrentes si y sélo si
el sistema de ecuaciones

t - U
A+1 2 +1
1—1 B 1—u
A+1 A +1
AMLI—t)  du
A+1 2 +1

tiene solucién.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Pero en este sistema la primera y la segunda ecuacién son equivalentes,
y todas las ecuaciones del sistema pueden ser amplificadas por (A + 1),
por lo que el sistema queda



que tiene solucién t = u = 1/2.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Asi, las dos rectas son concurrentes en el punto

L. b ¢
VT Taor ) T

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5 pts.) ‘

Como t = u = 1/2, tenemos que X = Y es el punto medio tanto de
PQ como de RS.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

. Encuentre la ecuacion del plano que contiene a la interseccion de los
planos

20 +3y—2z = 9,

rT—2y+3z2 = -2

y que pasa por el punto (1, —2,3).
Solucion:

Un plano que contenga a la interseccién de los dos planos debe tener
una ecuacion de la forma la forma

20 4+3y—2—5+ ANz —2y+32+2)=0,

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)




que puede ser reescrita como

2+Nz+B-2N)y+BA—-1)z+ (2X—-5) =0.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Asi, si dicho plano pasa por el punto (1, —2,3)), debe tenerse que
24+XN)-1+B=2)\)-(-2)+BX=1)-3+(2X—-5) =0,

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

de donde
2—-6—-3-5+(14+4+9+2)X=0,

o sea,
16\ = 12,

por lo que A = 3/4.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Asi, finalmente, el plano buscado tiene por ecuacion
3 3 3 3

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5 pts.)

o equivalentemente
11z 62 5z 14 0

4 4 4 4
que es lo mismo que

11z +6x + 52 —14 = 0.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)




PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PRIMER SEMESTRE DE 2001

MAT 1102 x Geometria

Solucién — Control N°3
Version B

1. Sea ABCD un tetraedro, y sean A\, u € R tales que A\, u # —1. Sean P
y @ los puntos que dividen a AD y BD en razén A\, y sean Ry S los
puntos que dividen a AC'y BC' en razén p.

Demuestre que las rectas PS y QR concurren en un punto. ;En qué
razén divide este punto a PS y a QR?

Solucién:

Tomemos el origen en D (o en cualquier otro punto en forma adecuada).
Entonces, los vectores @, b y ¢ forman una base, y los vectores posicién
de los puntos P, @, R y S estan dados —en términos de la base— por:

Lo o d
L W D W D WA
b oMb
LR WAL L Wi D W
o a + UC
ro= ,

ptl  p+1
. b uc
s = ——+ .

p+1  p+1

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

Las ecuaciones de las rectas PS y QR son:

¥ = tp+(1—1t)§ paraalgint e R,
YeRR < ¢ = ud+ (1l —u)” paraalginu € R.
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Reemplazando p, ¢, 7y § en términos de la base {6, b, 5}, tenemos:

ta  (1—tb  p(l—1)¢e
XePS < 1 = + + ara algun t € R,
A1 w41 w+1 P &

. (1—-wu)a ub pu(l —w)e )
YeQQR <+ = + + ara algin u € R
@ Y p+l A+l g1 bueee

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Las rectas PS'y QR seran concurrentes si y solo si existen ¢, u € R tales
que los puntos X e Y de las féormulas anteriores coincidan, o sea, si y
solo si los coeficientes correspondientes de las combinaciones lineales
anteriores son iguales.

En otras palabras, las rectas PQ) y RS seran concurrentes si y solo si
el sistema de ecuaciones

t B 1—u
A1 1l
1—1 B U
p+1 A+ 1
1) _ p(l—u)
1 pu+1

tiene solucidn.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Pero claramente la tltima ecuacion implica que u = t, y tras reemplazar
u por t en las primeras dos ecuaciones queda sélo la ecuacion
t 1t
A1 p+ 1




repetida dos veces, por lo que el sistema tiene la solucion v = t =

A+ 1)/A+p+2).

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Asi, las dos rectas son concurrentes en el punto

—
—

L a b uc
T=y=

+ + :
Ad+p+2 A+p+2 A+p+2

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5 pts.)

Comot=u=(A+1)/(A+ p+2), tenemos que X =Y divide a PS'y

aQRenrazén p=(1—1t)/t = (n+1)/(A+1).

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

. Encuentre la ecuacién del plano que pasa por el punto de interseccién

de los tres planos

de —y+22z = —1,
3r+2y —2z = 06,
r+3y+4z = =5

y que pasa por los puntos (1,—3,3) y (2,3,1).

Solucién:

El punto de interseccién de los tres planos dados es (2/3,

1/3,-5/3).

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Asi, dos vectores directores del plano buscado son (1, —3,
(1/37 _10/37 14/3) y (27 37 1) - (17 _37 3) = (17 67 _2)

3)—(2/3,1/3,-5/3) =

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 4 pts.)




Asi, la ecuacion vectorial del plano es

(x,y,2) = (1,-3,3) + s(1/3,—-10/3,14/3) + ¢(1,6,—2) con s,t € R.

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

Opcionalmente, podemos obtener la ecuacion cartesiana del plano, que
esta dada por

T Y z 1
2/3 1/3 =5/3 1| 0
1 -3 3 1 ’
2 3 1 1
o equivalentemente,
doe —y—z=4.



PoONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PRIMER SEMESTRE DE 2001

MAT 1102 x Geometria

Solucion — Control N°3
Versiéon C

1. Sean 7y, 9 y 73 tres planos tales que entre ellos no hay dos paralelos.

Demuestre que si la recta f15 = 1Ny es paralela a la recta o3 = mNms
entonces la recta f13 = m; N 73 es paralela a ambas.

Solucion:

Supongamos que la recta {1, = m N7y es paralela a la recta fo3 = moMN7s.
Entonces existe un vector d que es un vector direccién comun de £15 y
la3, 0 sea, 1o v a3 tienen por ecuaciones

by :p=p) +td y lys 1 p = P3 + ud

respectivamente.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

Sea p, € m N3 (dicho punto existe ya que m; y w3 no son paralelos).
Los planos 7, y w3 contienen a p, y al vector d, por lo que sus ecuaciones
deben ser de la forma

T P=Potad+ 0 y  myip=p,+yd+0f

respectivamente.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Ahora bien: los vectores d, €'y f deben ser Li., ya que en caso contrario
los planos 7y y 73 serfan paralelos (si dichos vectores fueran 1.d. entonces

9



€ se escribiricomo combinacion lineal de d y de f, y f se escribiricomo
combinacién lineal de d y de €).

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Asi, si hubiera un vector ¢ € m N3 se tendria por una parte que ¢— p,
es combinacién lineal de d y de € y por otra que ¢ — p, es combinacion
lineal de d y de f. O sea, existirian «, 3,7, € R tales que

i—p, = oad+pe = ~d+0df.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Asi, tendriamos que
(0 —~)d + pe—o6f =0.

Pero como cf,€y fson Li., debe tenerse « = vy =9 = 0. O sea,
los unicos vectores ¢ € m N 73 son de la forma ¢ = p, + ad, que es la
ecuacion de la recta que pasa por p, y tiene direccién d.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5 pts.)

Finalmente, vemos que ¢13 tiene vector direcciéon d, por lo que es para-
lela a 612 y a 623.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

. Considere las rectas de ecuaciones

2—x  y—-1  2-2z
3 N 2 N 5 7
3z+1  2-3y 3245
2 - 4 - 2

Demuestre que el lugar geométrico de los puntos medios de los trazos
que unen dos puntos cualesquiera de estas rectas es un plano paralelo
a ambas.

10



Solucion:

Primera alternativa:

Sabemos que los puntos Py(2,1,1) y Py(—1/3,2/3,—5/3) pertenecen
uno a cada recta, y que los vectores d; = (—3,2,—5/2) y dy = (1,—2,1)
son vectores directores de ellas. Sea P, el punto medio del trazo P, Ps, o
sea, P, = (5/6,5/6,—1/3). El plano que pasa por P, y que es paralelo
a {1y a fy tiene por ecuacién

6r —y—8z—41/6 =0

(esto puede ser calculado de varias formas, una de ellas es hallando tres
puntos en dicho plano, por ejemplo p,, p,+d; y po+ds y calculando qué
valores de a,b, ¢, d hacen que estos tres puntos satisfagan la ecuacion
ar + by + cz +d =0).

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Probaremos que este plano es precisamente el lugar geométrico pedido.

En estricto rigor, es necesario demostrar dos afirmaciones:
(a) Sean Q1(x1,y1,21) y Qa2(2, Y2, 22) dos puntos, uno en cada una
de las rectas dadas. Debemos demostrar que el punto medio de

ellos, dado por Q,((x1 + x2)/2, (11 + y2)/2, (21 + 22)/2) satisface
la ecuacién 6x —y — 8z —41/6 = 0.

(b) Por otra parte, debemos demostrar que cada punto de dicho plano
es el punto medio de dos puntos que estan cada uno en una de las
rectas dadas.

Sin embargo, para efectos de evaluacién, aceptaremos como buena una
respuesta en que se demuestre sélo una de estas dos afirmaciones.

Las demostraciones de cada parte son como sigue:

(a) Ya que
29—z y—1 2-2z 32y +1 2—3y, 3245
_ _ y _ _

32 5 2 4 2
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se tiene que

7—21‘1 5$1—4
= 1 =
Y1 3 1 6

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 3.5 pts.)

Asi,

6 Titr\ (Y1t _3 21+ 2o
2 2 2

Yo=—2T9 y 29 =1x9—4/3.

7-21‘1 9
— at2 5ry — 4
7

— 221 —6 br1 —4 4 629 — 8
= 3(%’14‘1’2)—#—4 1 + L2
6 6
. 18(1‘1 + $2) -7+ 21’1 + 6$2 - 201’1 + 16 — 24$2 + 32
B 6
~ 18xy + 2wy — 20x1 + 1829 + 6y — 2479 — 7+ 16 + 32
B 6

= 41/6

que es lo que se debia demostrar.

Puntaje por esta parte: 2.5 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

(b) Supongamos que Q,(x,, Yo, z,) satisface la ecuacién dada, o sea,

6z, — Yo — 82, — 41/6 = 0.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

(1)

Debemos demostrar que existen dos puntos Q1 (1, Y1, 21) y Q2(x2, Yo, 22)

tales que Q1 € 01, Q3 € Uy, ¥y Q, es el punto medio de ()1Q)s.
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En otras palabras, debemos probar que el sistema

T+ Ty = 2x,

1ty = 2y,

21+ 29 = 22,
22-2) = 3(wn—1)

28z, +1) = 2(32+5)

tiene solucién (considerando como incégnitas a 1, Y1, 21, T, Y2 ¥
22).

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Pero las tltimas cuatro ecuaciones del sistema son equivalentes a

7T—2x or; — 4
h = 1, 5= . . Y= 22y Yy 2 =xp—4/3,
3 6
por lo que en realidad lo que importa es demostrar que el sistema
Ty + X = 2z,
7T—2
5 L 219 = 2y,
5.T1 —4

+ao—4/3 = 2z,

tiene solucion.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5 pts.)

De (1) se desprende que y, = 6z, — 8z, — 41/6, por lo que este
sistema es equivalente a

X1+ T2 = 21’0
7 —2x1 — 629 = 36x, — 48z, — 41
Sry —4+6x9 —8 = 12z,

o, lo que es lo mismo, a

T+ Ty = 2z,
1+ 3z = —18x,+ 24z, + 24
51’1 -+ 61‘2 = 122’0 + 12




Al tratar de resolver este sistema, se ve que 1 = 12(z, — 2, —1) y
xe = 2(62,—5x,+6) son solucién, lo que concluye la demostracién.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

Segqunda alternativa:

Es mucho méas simple atacar este problema en general, desde el punto
de vista vectorial. Si ¢; y £5 son las rectas de ecuaciones

513ﬁ:ﬁ1+t6f1 y 52317:]324—“(1;

entonces el plano que pasa por el punto medio de P P, y es paralelo a
{1 y a ly tiene por ecuacion

TP = (p1+D2)/2 4+ ady + [ds. (2)

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

De nuevo, probaremos que este plano es el lugar geométrico buscado,
o0 sea:

(a) Dados dos puntos @1 € ¢ y Qo € {3, el punto medio del trazo
()1, satisface la ecuacién de .

(b) Por otra parte, todo punto de 7 es el punto medio de dos puntos
que estan cada uno en una de las rectas dadas.

Las demostraciones de cada parte son como sigue:

(a) Supongamos que ¢; = p; + tdy Y o = Po + udy son los vectores
correspondientes a los dos puntos dados.

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 4 pts.)
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Entonces el punto medio de Q)1Q)> esta dado por

N o . - - oL t- u-
G = ((1+@)/2 = (Pr+tdi +pa+udy) /2 = (Pr+p2)/2+ §d1+§d2,

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5 pts.)

que corresponde a la ecuacién (2) con o =t/2, = u/2.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

(b) Sea q, = (p1 + P2)/2 + ady + Bds.

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Entonces claramente ¢, es el punto medio de los puntos
q1 = p1 + 2ad; Y Q2 =Dy + 20ds,

que evidentemente pertenecen a ¢, y {5 respectivamente.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 6 pts.)
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PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
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MAT 1102 x Geometria

Control N°3
Version D (recuperacion sala A-8)

1. En un tetraedro ABCD, se eligen puntos A’ € DA, B €eDBy C' eDC
que dividen a los segmentos DA, DB y DC' en una misma razén .

Por el punto A’ se pasa una recta ¢4 paralela a la transversal de grave-
dad del triangulo DBC que une D con el punto medio de BC; por B’
se pasa una recta {g paralela a la transversal de gravedad del triangulo
DCA que une D con el punto medio de C'A; y finalmente por C’ se
pasa una recta {c paralela a la transversal de gravedad del triangulo
DAB que une D con el punto medio de AB.

Demuestre que las tres recta {4, g v ¢ asi definidas son concurrentes
(o sea, las tres pasan por el mismo punto).

Solucién:

Sea O = D. Los puntos @, v y C estan dados por

7 - 2 g
N+
A -
Vo= b
A+1 7

A
- —
C ——)\+1C

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 1.5 pts.)
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La transversal de gravedad por D del tridangulo D BC' tiene por ecuacion
— — (8% —
F=d+ab+a)/2= (5) b+ 2),

o sea, un vector director de dicha transversal es b + ¢. Repitiendo este
razonamiento para los otros casos, obtenemos que las transversales de
gravedad tienen por ecuaciones

TA ﬁ = &(5+ 5),
Ty 5 = B(e+a),
TC ﬁ 7(a+b)>

donde «, ( y v son reales cualesquiera.

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Las rectas {4, {g v ¢ tienen por ecuaciones

ly 7 = @+ab+d) = )\B\Llajtofl;qta,
g+ F = V+B@E+d) = 7 b+B8(C+a),
. A .

- — — . — —
le  p = d+~y@+0b) = )\+1c+’y(a+b).

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 4.5 pts.)

Claramente, el punto

—»: — g
q /\+1(a+ +C)
pertenece a cada una de las lineas ¢4, {5 y {¢ (con valores de o, By v
dad 5 )
ados pora=p=v=——).
P TENF

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 6 pts.)
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2. Encuentre la ecuacion del plano que contiene a la recta

2041 3y+2 z+1
4 2 3

y al punto (—1,2,3).
Solucion:
Primera alternativa:

La recta dada pasa por el punto P,(—1/2,—2/3,—1)

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 1.5 pts.)

y tiene vector director d, = (2,2/3,3),

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

por lo que el p_lano buscado pasa por el mismo punto y tiene vecto-
res directores d; = (2,2/3,3) y do = (—1,2,3) — (—1/2,-2/3,—-1) =
(—1/2,8/3,4).

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 4.5 pts.)

Asi, la ecuacion de este plano puede ser escrita como

p=(—1/2,-2/3,—-1) + A\(2,2/3,3) + n(—1/2,8/3,4).

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 6 pts.)
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Segqunda alternativa:

La recta dada pasa por el punto P,(—1/2,—-2/3, —1)

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 1.5 pts.)

y tiene vector director d; = (2,2/3,3).

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Asi, el plano buscado pasa por P,(—1/2,—2/3, —1), por P,(—1/2,-2/3,—1)+
dl = (_1/27 _2/37 _1) + (27 2/37 3) - (3/27 Oa 2) Yy por <_17 27 3)7

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 4.5 pts.)

por lo que su ecuacion esta dada por

T Y z 1
-1/2 =2/3 -1 1 —0
3/2 0 2 1] 7
—1 2 3 1

0 sea
32x + b7y — 34z + 20 = 0.

Puntaje por esta parte: 1.5 pts. (hasta aqui: 6 pts.)

Tercera alternativa:

Andlogamente al anterior, el plano buscado pasa por P,(—1/2,—-2/3, —1),
por Py(—1/2,—2/3, —1)4dy = (—1/2,-2/3, —1)+(2,2/3,3) = (3/2,0,2)
y por (—1,2,3).

Puntaje por esta parte: 4.5 pts. (hasta aqui: 4.5 pts.)
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Asi, si su ecuacién es de la forma ax + by 4+ ¢z + d = 0 entonces

~1/2a—2/3b—c+d = 0
3/2a+2c+d =0
—a+20+3c+d = 0

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 5.5 pts.)

de donde a = 8d/5, b = 57d/20, ¢ = —17d/10.

Puntaje por esta parte: 0.5 pts. (hasta aqui: 6 pts.)
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