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1. Demuestre que las raices cibicas de z = 4 (1 +Z\/§) tienen suma

nula.
Solucion

z=4(14V3) = ZZZCiS(g)

y las raices cubicas de z estan dadas por:

Sy
we = /2 cis (37”) k=012
wy = f’/icis(g)
=< w = 2 cis(%’r)

wy = V2 cis(£7)
Ahora :
s . bT

. T . 2T, . m T
ms(?) = c1s(? + 5) = c1s(?) 015(5) = w c1s(§) (1)

con w raiz cibica de la unidad. Adema4s:

13 12 4
CiS(Tﬂ) = CiS(Tﬂ + g) = cis(?ﬂ) Cis(g) — w2 cis(%) (2)



con w? raiz cibica de la unidad. Luego de (1) y (2):

f 7 13
Wotwy+wy = V/2 (cis(g) - cis(%) + CiS(Tﬂ-)) =2 cis(g) (1+w+w?) =0
. Los puntos P(z)y Q(w) son tales que:
3—3
pu— 4 )
w=(4+1)+ po—

Determine la curva que describe ) cuando P describe la circunferencia
de ecuacion |z| = 1.

Solucion

3—3f — w(z—1)=A+i)(z—1)+ (3—30)

— (44
w (+z)—|—2_

= w(z—1)=4+1i)z— (1 +4i)
w — (14 44)
w— (441)

Luego si P recorre la circunferencia |z| = 1, entonces :

> Z =

w — (1 + 49)

w— (4+1) =1

|z|:]

por lo tanto () recorre la circunferencia de Apolonio de razén 1 y
didmetro AB dado por A(1+4i), B(4+1)
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1. Sean ay 3 tales que 0 < 3 < a < 27. Escriba en forma polar, o sea,
en la forma r cisf, el complejo :

z = (sen a —sen ) +i (cos a — cos [3)

Solucion

r=lz| = \/(sena—sen ﬁ)2+(COSOé—COS ﬁ)Z
= /2 —2 (sen a sen 3+ cos a cos 3) = V2 /1 — cos(a — )

:>r:\/§\/2sen2 (aT_ﬁ> = 2 sen (a;ﬁ)

pues 0 <a—f3<27 :>O<O‘T_/6<7T:> sen(aT_ﬂ)>0

Por otra parte :

sen o —sen 3 2 sen (%) cos (“Tw) (Oé—i—ﬁ)
= = cos
2 sen (a—gﬂ) 2 sen (O‘—_B) 2

cos 0 =

— — a=p ath
o g S5 @ cos 3 —2sen (%57) sen (%5 >:—sen (oH—ﬂ)

2 sen (QT_ﬁ) B 2 sen (O‘;)

— 2z =12 sen <¥> cis (_a;ﬁ)




2. Los puntos P(z)y Q(w) son tales que:

_1+z

w_l—z

Determine la trayectoria que describe () cuando P recorre la circunfe-
rencia |z| =1

Solucion

1+z w—1
= — w-—wz=14+2 = 2= ——

R w+1

Si P recorre la circunferencia |z| = 1, entonces :

—1
|z|:‘w—‘:1 = |lw—1| = |w+ 1|
w4+ 1

Si w = u+ vi, entonces:

l(w—1) +vi| = |(u+1) +vi| = /(u—1)2+02=/(u+1)2+ 02

(u—1) =w+1)? —4u=0=u=0

Luego @ recorre el eje imaginario.
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1. Sea «a tal que 0 < a < 2. Escriba en forma polar, o sea, en la forma
r cisf, el complejo :
z=cosa—1+1isen «

Solucion

z=cosa—1+1sen «

— |2| = /(cos a — 1)2 +sen? a = v/2 — 2cos a

— |2| = V2V1 —cos a = V2 QSerP%:Qseng

2
pues 0 <a<27=0< g <7m=>sen 5 >0 Luego r=2sen §
Ademas

p cosa—1 —2sen*§ Q <7T+Oz>
cos 0 = = = —sen— =cos|—+ —
QSGH% ZSen% 2 2 2
0=cos(5+3)
cos @ =cos|—=+ —
2 2
Por ultimo:
sen « 2sen%cos% « T o«
sen 6 = — = - :cos—:sen<—+—>
2 sen 2 sen 2 2

2 2

9 a <7T+O./>
= z=2sen —cis| -+ =
2 2 2



2. Los puntos P(z)y Q(w) son tales que:
2—1

z—1

w=1+

Determine la trayectoria que describe () cuando P recorre el eje ima-
ginario.

Solucion
2 —14 2 —13 2 —14

- = (z—1) = - =z = ,
z—1 w—1 w—1

w=1+

Si w = u + vi, entonces :

2—i+_ 2—1i L (2—i)(u—(v—1)i+.
z = = ——"+i= i
w—1 u+ 8v — 19 u? + (v —1)2

u—(v—1)— 2w —-1)+u—u*—8v—1)%)i

— —
‘ u? + (v —1)2

Si z recorre el eje imaginario, entonces, Re(z) =0

:>Re( Z,+i)=0 e 2u—v+1=0

w—1

Luego @ recorre la recta 2x —y+1 =10



