Examen Geometria
MAT 1102

a) Encuentre todas las soluciones = € R de la ecuacién cos(m cos(2z)) = 0.

Solucién Parte (a)
cos(m cos(2z)) = 0 <= 7 cos(2z) = (2k + 1)%, keZ

La funcién coseno esta acotada , —1 < cosx < 1. Luego, de lo anterior se deduce que los valores de k
deben de satisfacer

1
—1§(2k+1)§§1<:)—2§(2k:+1)§2<:>—3§2k;§1
Por lo tanto, los tnicos valores de k € Z que cumplen con la condicién son
k=0,k=-1

Calculando para ambos casos se obtiene que :

Para k=0
1 1
cos2x = §:>ac:iarccos(§)+2l7r,l€Z
o i%—s—le,leZ
Para k= —1
-1 -1
cos2x = 5 :>x:iarccos(7)+2l7r,lez
2
¢ = i§+2lw,lez

b) Considere las rectas en R?® dadas por las ecuaciones

L1:x+1:i:'z_2;L2: x—3:3—2y:1—z
4 -2 8 2 2 —4

Halle la ecuacién del plano que las contiene.

Solucién Parte (b)

Los vectores directores de cada recta son iguales a d= (2 —1,4), luego ellas son paralelas.
Para calcular el plano que las contiene basta con tomar un P en una recta y un punto @ en la otra
recta y hacer el producto cruz de v =0Q — OP con d.

Sea P = (—1,0,2) el punto en Ly y @ = (3,3/2,1) en Lo. Entonces el vector normal 7 del plano
contiene a ambas rectas es:

i j ok
i=(2,—-1,4) x (4,3/2,-1)=det [2 -1 4 | =—5i+18j+7k
4 3/2 —1

Es decir, i = (—5,18,7). Por lo tanto el plano tiene equacién
{(-Taya Z) : (((E,y7 Z) - (_170’ 2)) ) (_57 18, 7) = 0}
Por lo tanto la ecuacion es

{(z,y,2) : =Bz + 1)+ 18(y — 0) + 7(2 — 2) = 0} = {(z,y,2) : —=Bx + 18y + 7z = 19}



Considere los vectores P,Q, R € R* dados por :

P = (17 17 ]-7 72)7 Q = (713 1a07 72)3 R = (37 713 1a2)
a) Demuestre que 0—1)3, (7@, O—}% son coplanares.

Solucién Parte (a)

Para demostrar que son coplanares hay que encontrar un plano II en R* que contenga a los tres
vectores.

Como dos cualesquiera de ellos son 1.i. basta con probar que el tercero es combinacién lineal de los
otros dos. Asi el plano generado por dos de ellos es el plano que contiene a los tres vectores.

Para el caso, si tomamos p'= (1,1,1,—-2),§=(—-1,1,0,—2),7 = (3,—1, 1, 2) se obtiene que

7 .. etc

N =

ﬁ_

DN | =

7= p— 27 o equivalentemente §=
b) Calcule el drea del cuadrildtero OPQR.

Solucién Parte (b)

La manera mas simple consiste en calcular las areas de cada uno de los tridngulos que se forman con
el cuadrildtero. Para hacer esto se proyecta ortogonalmente sobre una diagonal. Ver figura.

Utilizando este diagrama, donde la diagonal es p, se tiene que ¢’,r’ son las proyecciones ortogonales
de g, r sobre p respectivamente. Se sabe que :

|p|? T p|?

Luego, las areas de los tridngulos son

1 V78
A= ¢ — —A=——+5l6= 1"
2Iq ql Ip| Wi 5
1 1 V104
B=_|— — B=—_\728 = = /26
5l =l pl Wi 5

Por lo tanto el area pedida es:

%ﬁ(mwﬁ)



3.

Considere el paralelégramo ABCD y E un punto en en lado BC tal que BE : EC = 1 : «. Determine o
de modo que el drea del cuadrilditero ABED sea el doble del drea del tridngulo ECD.

Soluciéon Elegir origen en D: Por la condiciéon dada por la razén 1 : « se tiene que:

a5+5
1+«

€=

Luego la altura hy del ADEC es la proyeccién ortogonal de 1@ sobre DC'. Calculando,

—»'—» 1
hy=¢— e—|205. Luego el area del ADEC = 3 |€] | P
c
Ahora,
a - 1 1 a b-@ 1
—».—»:—b. 2:>_—»'—»:
Sl sl O A s U @ T T el 1ra

De aqui se tiene que

e . a b - L . £-¢ .« X b-¢
e — c= =5 | C c € — c= ——=C
|2 l+a |@? 1+« |c]? 1+« c|?

Por lo tanto se obtiene que

1 e L b-c
ADEC| = - ——C
(ADEC] =3 (1+a> g ‘b EE

Por lo tanto,
a

h
) e

Ademés |[#ABED| = |#ABCD| —|ADEC|. Como se pide que |[#ABED| = 2|ADEC| se
obtiene que esto es equivalente a

IADEC :% (

[#ABCD| = 3|ADEC|
Pero, |#ABCD | = |c| |ha| = 3|ADEC|. De lo cual se obtiene que
3 «

21+a “




4. Dos vértices de un tridngulo equilatero en el plano complejo son z; = 2+ 3i y 220 = 1 — ¢. Determine el
tercer vértice del triangulo.

Solucion

Llamemos por z3 = a + ib el tercer vértice. Por ser el tridngulo equildtero se debe tener que : |21 — 23| =
‘ZQ — 23‘ = ‘Zl — 22‘.

Calculando |21 — 29/ ,
2 — 2P =1243) -1 —i)> =1+ 4> =17

Por lo tanto se tienen las ecuaciones |21 — 23] = 17 y |29 — 23]%> = 17.

Estas ecuaciones corresponden al sistema cuadratico,

(a—2*+ (-3 = 17
(a—1P2+(b+1)?* = 17

Restando ambas ecuaciones se obtien la relacién lineal entre a y b, dada por
2a+8b=11

Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones y despejando se obtiene que las soluciones son

a = giz\/ﬁ

b:1i§



5. Considere la cuadratica £ dada por :
3
£ 3a:2+2\/§xy+y2—2x—2\/§y+1 =0

a
b

) Identifique el tipo de cénica
)

¢) Determine un foco y un vértice de la conica generada por € .
)

Encuentre la ecuacion de la cuadrética £ sin término mixto.

d) Grafique la cénica €.

Solucién (a)

Aplicar ekl criterio de el indice ( o discriminante) se tiene que
B*—4AC=12-12=0

Luego puede ser un parabola o una pardbola degenerada.

Solucién (b)

Para eliminar el término mixto zy es necesario hacer una rotacién. El angulo de dicha rotacién esta dado
por

tan20:¥:\/§

T i
Luego es inmediato que 20 = 3 y por lo tanto el angulo de rotacién es 6 = 6

El cambio de variable a realizar es :
(54-1)
(x' +3 y')

y =

[N ORI

Reemplazando en la ecuacién £ se obtiene la ecuacién equivalente

2
V3

/. ! /

5.y—2<x—4

Solucién (c)
Claramente se trata de una parabola cuyo vértice y foco son :

vértice en 2’y : <\{L§ , 0> — vértice en zy : (2 , ?)

L 1
foco en 2y’ : <f+870> — focoen zy: <3—|—\/§ \/§+>

Solucién (d)

La grafica aproximada es la siguiente:



6. Encuentre la ecuacién de la superficie cénica G en R?® cuyo vértice es el punto V = (1,1,1) y cuya base es
la circunferencia C en el plano XY de ecuacién (z — 3)? + (y + 1) = 4.

Solucion

Consideremos un punto (s,t,0) en el plano XY que pertenezca a la circunferencia C. Es decir,
(s=3)2+(t+1)>=4
Construyamos la recta que pasa por (s,t,0) y el vértice V = (1,1,1). La ecuacién de tal recta es
(z,y,2) = (1,1,1) +a(s —1,t = 1,-1)
Comparando coordenadas se obtiene que:
r=14a(s—1)=z=(1—-a)+as

y=l+at-1)=y=(01-a)+at

z=1l—-a=z=1—-«
De estas ecuaciones se obtiene que :

r = z+as
y = z+at

Despejando s, t en estas ecuaciones y agregando la condicién de que los parametros s, ¢ satisfacen la ecuacion

de la circunferencia C se obtiene:
Tr—z 2 —z 2
( - 3> + (y + 1) 4
« «o

Por lo tanto la ecuacion de la superficie cénica G es :

(x+22-3+ (y—22+1)2=4(1 - 2)?



