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Forma A

7. Considere los puntos de R* dados por:

)

b)

A=(4,-9,—5,—5), B =(—3,5,23,16), C = (11,-8,3,19), D = (14, -9, 3, 25).

Demuestre que las rectas AB y C'D concurren (se encuentran) en un punto P. Encuentre
las coordenadas de este punto.

Encuentre las razones en que P divide a los trazos AB y CD.

Solucion:

@)

Los vectores directore_s}de las dos rectas son b — a = (—3,5,23,16)— (4, —9,—5, —5) =
(—7,14,28,21) y?— c =(14,-9,3,25)—(11,-8,3,19) = (3, —1, 0, 6) respectivamente.
Asi, sus ecuaciones pueden ser escritas como

H

ro= d +s(—7,14,28,21) = (4, -9, =5, —5) + s(—7, 14,28, 21),
"

ro= ¢ +1t(—7,14,28,21) = (11, -8,3,19) + t(3,—1,0,6).

Las dos rectas concurrirdn en P si y solo si p es solucién de ambas ecuaciones, o sea,
si y solo si existen s,t € R tales que

(4, -9, —5,—5) + s(—7,14,28,21) = (11, —8,3,19) + £(3, —1,0,6).

Pero esto es equivalente a que el sistema

4 —7s = 11 +3¢
-9 +14s = -8 —t
-5 4+28s = 3

-5 +2Is = 19 46t

tenga solucion.

Como el sistema tiene solucién s = 2/7, t = —3, la rectas concurren en el punto
— — —  —
p = a-+s(b—a)

= (4,-9,—5,-5) + %(—7, 14,28,21)
= (4,-9,—5,-5) + (—2,4,8,6)

= (2,-5,3,1)

= (11,-8,3,19) — (9,-3,0, 18)

= (11,-8,3,19) — 3(3,—1,0,6)

= Cc+t(d-"0).



b) Como p = a + %(7 ~d) = g? + %?, tenemos que P divide al trazo AB en razon
2/7
- 2T =2/5
1-2/7

(0, en otras palabras, en razon 2 : 5).
Como ? =C - 3(? — E)) =4aq — 37, tenemos que P divide al trazo C'D en razén
-3

R

I

(0, en otras palabras, en razén —3 : 4).

Puntaje: Ponemos nota de 1 a 7.

En la parte (a), por llegar a plantear correctamente el sistema de ecuaciones, 2 puntos. Por
resolver correctamente el sistema y llegar a las coordenadas de P, otros 2 puntos.

En la parte (b), cada una de las razones de divisién es 1 punto.

Total: (a) = 4 pts., (b) = 2 pts. Mas punto base, da nota entre 1 y 7.



8. Un hiperparalelepipedo en R* es el cuerpo generado por los vectores vy, va, U3, vy.

a) Considere vy, vq, v3,v4 vectores de R* y sean uy, ug, us, uy los vectores resultantes luego
de aplicarles el proceso de Gram-Schmidt. Pruebe que el volumen del hiperparalelepipe-
do generado por los vectores v; es igual al generado por los u;.

b) Calcule el volumen del paralelepipedo en R* cuyos vértices son
O =(0,0,0,0), P = (—1,1,1,1), Q = (0,0,2,2), R = (1,1,1,1)
Solucion:

a) Elvolumen! del hiperparalelepipedo determinado por el origen y los vectores vy, va, v3, U4
esta dado por el determinante
det(vy, ve, v3, vy4).

Si los vectores u; son los resultantes de aplicar Gram-Schmidt a los v;, entonces existen
escalares a, 3,7,0, A y u tales que:

u = i,

Uy = Vg + Quy,

uz = vz + Bur + e,

Ug = 4+ 06v1 + Avg + pvs.
Asi, el volumen generado por los u; estd dado por el determinante

det(uq, ug, us, uy) = det(vy, vy + avy, v + fv1 + Yo, Vg + dv1 + Avg + pv3).

Pero este tltimo determinante puede ser transformado en det(vy, vy, v3, v4) por sucesivos
pasos de agregar a un vector una combinacion lineal de los otros, por lo que los dos
determinantes tienen el mismo valor.

Por ejemplo, los siguientes pasos nos permiten cambiar, en el determinante dado, el
vector vy + 0vy + Avg + w3 por vy:

, Vg + vy, v3 + Bug + YU, vg +
= det(vy, vy + auy, v3 + Buy + v, U4 +
= det(vy, vy + avy, vg + Buy + YV, v4 + (6 — pf — aX + apy)vy)

= det(vy, vy + avy, vz + Bvg + v, v4 + (§ — B — aX + apy)vy — (6 — b — aX + apy)vy)
= det(vy, vy + avy, v3 + Buy + Yva, vy)

det(vy, vo + vy, v3 + Puy + YUg, vy + dvy + Avg + pvs)
= det(vy, vy + avy, v + Pv1 + YVa, Vg + SV + Avg + vy — p(vs + Buy + Yv2))
= det(vy, vy + avy,v3 + 1 + Y9, vg + dv1 + Aot pps— pps — pPur — pyvs))
= det(vy, vy + avy, v3 + [y + YU, V4 + V1 + Ao+ uPs— ups — pPur — pyvs)
= det(vy, vy + avy, v3 + Bvg + VU2, V4 + V1 + Avg — pBvy — pyve)
= det(vy, vy + avy,vg + Bv; + Y, v4 + (6 — pf)vy + (A — py)ve)
= det(vy 0 — pB)ur + (A — py)va — (A = py)(v2 + avr))
(01
(v1
(

(
(0 = pf — aX + apy)vr)
(
(

Nota: estos detalles no son necesarios en la solucién, basta la explicacién de mas arriba,
mostrando la idea de cémo funciona la transformacion.

'En realidad, deberfamos hablar del hipervolumen.



b)

Para calcular el volumen del paralelepipedo hay varias estrategias posibles. Mostramos
algunas.

Primera estrategia: trabajar en el espacio de tres dimensiones generado por los tres
vectores dados.

Si ortogonalizamos el conjunto de tres vectores dados se obtiene un paralalelepipedo
recto cuyo volumen es el mismo del original (ésta es una versién de (a) en tres dimen-
siones). Como este paralalelepipedo es recto, su volumen se calcula simplemente como
producto de las normas de los vectores involucrados, posiblemente con un cambio de
signo debido a la orientacién.

Tras aplicar Gram-Schmidt, se obtienen los vectores

U = U1 = (_1717171)a
Ug = (17_1717]-)7
us = (1,1,0,0).

Asi, el volumen buscado es

Segunda estrategia: usar la parte (a) de este mismo problema: se agrega un cuarto
vector, se calcula el hipervolumen resultante, y se divide por la “altura” del hiperpara-
lelepipedo resultante.

Si a los 3 vértices dados —fuera del origen— les agregamos un cuarto vértice .S, entonces
el hiper-volumen del hiper-paralalelepipedo determinado por estos cuatro vectores vale
det(OP, OQ, OR, O8).

Pero —por la parte (a)— si ortogonalizamos este conjunto de cuatro vectores se obtiene
un hiper-paralalelepipedo recto cuyo hiper-volumen es el mismo del original. Como este
hiper-paralalelepipedo es recto, su hiper-volumen se calcula simplemente como producto
de las normas de los vectores involucrados, posiblemente con un cambio de signo debido
a la orientacién.

Ahora bien: si OSt esla proyeccion ortogonal de O3 sobre el subespacio generado por

{073, @, OR }, entonces el cuarto vector ortogonalizado —tras Gram-Schmidt—

debe ser S+ , por lo que el volumen determinado por { O_P, O_@, O_R} estd dado
por

a(OP, 00, Ok, 0%)|
|5+

Vemos que para que esto tenga sentido, g9+ H debe ser # 0, por lo que es necesario

que el vector OS sea linealmente independiente de los anteriores, i.e.,

det(OP, 0Q, Ok, O8) # 0.



Asi, para calcular el volumen pedido, debemos:

1) escoger un punto S € R, de modo que det( O_P, O_@, 073, O_S) # 0;

2) calcular det(O_jD, 00, OR, O_S),

3) encontrar el punto S+ que es la proyeccién ortogonal del punto S sobre el espacio

generado por { 073, O—@ ) OR };
5|

4) calcular

5) dividir det(073, @, O_R, O_S) por H S5+ H

Una posible eleccién de S es (0,0,0,1). Con este punto S, se tiene

0
det(OP, 0O, Ok, 05) = | !

—_ O

— O =) O
— N = O
— N =

-1
0
1

S+ =1(0,0,1/2,1/2)

(esto puede ser calculado de varias formas distintas) y

|55 ]= 7

1

V2

Con estos datos, el volumen buscado es

—4
=4 = 4V/2.

V2

Tercera estrategia: definir un andlogo del producto cruz en R%.

En estricto rigor, este método debiera ser probado en detalle, pero premiaremos la
inventiva con puntaje maximo, aunque no haya una justificacién rigurosa (suponiendo,

claro estd, que el método esta bien aplicado y el resultado es el correcto).

Hallar el volumen de un paralelepipedo en R?* es el andlogo 4-dimensional de hallar el

drea de un paralelégramo en R3. Asi como el drea de un paralelégramo la da ‘

en R* el volumen de un paralelepipedo deberia estar dado por

.. — — — —
definicién razonable de x(u, v, w), donde u = (

H
w = (U)l, Wy, W3, w4)'

Por analogfa con R3, la siguiente “pareceria” una definicién razonable:

i
— = — U
x(u, v, w)= Ui

wq

J
Uz
Vg
Wa

Kk
Uus
U3
w3

1
Uy
V4
Wy

donde i = (1,0,0,0),j = (0,1,0,0), k = (0,0,1,0), 1= (0,0,0,1).

b

— — —
X(u, v, w)| conalguna
u17u27u37u4)7 v = (U17U27U37U4>7



Por supuesto, esto es lo que habria que probar (es menos terrible de lo que parece).

En nuestro caso,

i j k1
- = — -1 1 1 1
X(p7Q7r):0022
1 111
111 |-t11] |[-111] |-111]
=102 2]i=| 0 2 2[j+| 0 0 2|k—| 0 2 2|1
111 1 11 1 11 1 11
= 4k —41=(0,0,4, —4)

Puntaje: En esta pregunta, cada una de las partes recibe como méaximo 3 puntos, mas el
punto base.

Forma de calcular el puntaje total de la prueba:

Como P1+ P2+ P3+ P4+ P5+ P6 = P7+ P8, lo mas simple es: escribir dos veces la
nota determinada por las preguntas 1 a 6 (= cantidad de respuestas correctas en esa parte
+1 por el punto base), escribir la nota de la pregunta 7, la nota de la pregunta 8, sumar las
cuatro notas y dividir por 4.

Ejemplo: si un estudiante tiene un 5 en las preguntas de alternativa (o sea, 4 respuestas
correctas de las 6), un 3 en la pregunta 7 y un 4 en la pregunta 8, su puntaje se calcula
como:

D5+04+3+4=17,
y su nota es 17 =4 = 4,25, o sea un 4.3.
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Forma B

7. Considere los puntos de R* dados por:

A=(4,-9,—5,—5), B=(—3,5,23,16), C = (11,-8,3,19), D = (14, -9, 3, 25).

— | —

a) Demuestre que las rectas AB y C'D concurren (se encuentran) en un punto P. Encuentre
las coordenadas de este punto.

b) Encuentre las razones en que P divide a los trazos AB y CD.

Solucion:

Igual a la de la fila A.
8. Un hiperparalelepipedo en R* es el cuerpo generado por los vectores vy, vs, v3, V4.

a) Considere vy, vo, v3,v4 vectores de R? y sean uy, ug, us, uy los vectores resultantes luego
de aplicarles el proceso de Gram-Schmidt. Pruebe que el volumen del hiperparalelepipe-
do generado por los vectores v; es igual al generado por los u;.

b) Calcule el volumen del paralelepipedo en R* cuyos vértices son

O =(0,0,0,0), P=(-1,1,1,1), Q@ = (0,0,2,2), R=(1,1,1,1)

Solucion:
Igual a la de la fila A.
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Forma C

7. Considere los puntos de R* dados por:

a)

b)

A=(2,1,-2,5), B=(6,-7,6,-7), C = (11,-1,8,—10), D = (13,-1,10, —13)

—

Demuestre que las rectas ABy C'D concurren (se encuentran) en un punto P. Encuentre
las coordenadas de este punto.

Encuentre las razones en que P divide a los trazos AB y CD.

Solucion:

a)

Los vectores directores de las dos rectas son b — a = (6,-7,6,—7) —(2,1,-2,5) =
(4,-8,8,-12) y d — ¢ = (13,-1,10,-13) — (11, —1,8, —10) = (2,0,2, —3) respecti-
vamente.

Asi, sus ecuaciones pueden ser escritas como

T o= d+s(4,-8,8,-12) = (2,1,-2,5) + s(4,—8,8, —12),
"

ro= ¢+12,0,2,-3)=(11,—1,8,—10) + £(2,0,2, —3).

Las dos rectas concurrirdan en P si y solo si p es solucién de ambas ecuaciones, o sea,
si y sélo si existen s,t € R tales que

(2,1,-2,5) + s(4, —8,8,—12) = (11, —1,8,—10) + #(2,0,2, —3).

Pero esto es equivalente a que el sistema

2 +4s = 11 42t
1 -8 = -1

-2 48 = 8 42t
5 —12s = —10 -3t

tenga solucion.



Como el sistema tiene solucién s = 1/4, t = —4, la rectas concurren en el punto

P o= E’+s(7—?)
1
= (2,1, )+4_L(4’ —8,8,—12)
= (2, ,0)+(1,-2,2,-3)
= (3, 1 O 2)
= (11,-1,8,—10) — (8,0,8, —12)
= (11,-1,8,—10) — 4(2,0,2, —3)
= ?+t(7—?).
b) Como p=1d+ i(? - ?) = Z%E) + }l?, tenemos que P divide al trazo AB en razén
1/4
pu— pu— 1
=113

(o, en otras palabras, en razén 1 : 3).
_)

Como p = ¢ — 4(7 —c)= 5¢ —4d, tenemos que P divide al trazo CD en razén

—4

HET T

(0, en otras palabras, en razén —4 : 5).

Puntaje: Ponemos nota de 1 a 7.

En la parte (a), por llegar a plantear correctamente el sistema de ecuaciones, 2 puntos. Por
resolver correctamente el sistema y llegar a las coordenadas de P, otros 2 puntos.

En la parte (b), cada una de las razones de divisién es 1 punto.

Total: (a) = 4 pts., (b) = 2 pts. Mas punto base, da nota entre 1 y 7.
Un hiperparalelepipedo en R* es el cuerpo generado por los vectores vy, va, U3, V4.

a) Considere vy, vq, v3,v4 vectores de R* y sean uy, ug, us, uy los vectores resultantes luego
de aplicarles el proceso de Gram-Schmidt. Pruebe que el volumen del hiperparalelepipe-
do generado por los vectores v; es igual al generado por los u;.

b) Calcule el volumen del paralelepipedo en R* cuyos vértices son
O =(0,0,0,0), P=(-1,1,1,1), @ = (0,0,2,2), R=(1,1,1,1)

Solucion:
Igual a la de la fila A.



