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MAT 1102 x Geometria

Solucion a la Interrogacién N°2

1. (a) Dados dos vértices opuestos A y C' (representados, respectivamente, por los complejos
a y c) del rombo ABCD, y sabiendo que el dangulo BAD mide «, demuestre que los
vértices B y D estan representados por los complejos b y d dados por las férmulas

a+c _tan(a/2)(c—a)i
2 2 |
(b) Use la parte (a) para encontrar los vértices faltantes del rombo ABC'D, donde a = 1421,
c=T+14i y tanaw = 3/4.

b,d =

Solucion:

a—+c

(a) El punto medio de la diagonal dada es

2
c c
d d
b b
a a

Un vector en la direccién de dicha diagonal es ¢ — a, por lo que un vector unitario en

cC—a
C C
d d
b b
a a

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

dicha direccién es .
lc —d




Ya que el dngulo formado por las diagonales del rombo es 7/2, para obtener un vec-
tor unitario en la direccién de la diagonal BD debemos tomar el vector anterior y
multiplicarlo por cis /2 = i.
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Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

atc b+d

Como

medio de la otra), tenemos

(ya que el punto medio de la primera diagonal es también punto

_b+d d-b a+c d—b a+c (c—a)i|ld—Db|

d
2 2 2 2 2 2]c—al

(y una férmula andloga sirve para b, cambiando el signo + por —).

Asi, lo unico que nos falta demostrar es que H = tan(a/2).

c—a
Pero esto sale de la figura siguiente, ya que en el tridngulo rectangulo que resulta de
prolongar el lado AD al doble y copiar la diagonal BD sobre el punto D, los catetos

miden |d — b| y |¢ — a| respectivamente.



Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

(b) La tnica dificultad en este caso es determinar el valor de tan(a/2). Como 0 < o < T,
a/2 estd entre 0 y /2, por lo que tan(«/2) es positiva.

De la férmula para tan 2z deducimos que, si v = tan(a/2), entonces ﬁ# = 3/4, de
—8++v64+4-3-3 -8+ 10
donde 3u? + 8u — 3 = 0, por lo que u = 6+ = 5 de donde
-8+ 10 -8 —10
u = + =1/30u= 5 = —3. Como sabemos que u > 0, debe tenerse

tan(a/2) = 1/3.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

Asi, aplicando la férmula, tenemos

atc tan (a/2) (c — a)i
(4 + 8i) — (1/ 3)(62+ 12i)i

= (4+8i) —i(1+2i)
(4+8i) + (2 — i)

= 6+7i,

(1/3)(6 + 12i)i

d = (4+8i)+
— (44 8i)+i(1+2i)
= (4+8i)—(2—1)
— 2409,

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 3 pts.)




2. (a) Demuestre que

(b) Demuestre, usando sélo vectores, que si ABC'D es un cuadrado y P es un punto en el
mismo plano que ABCD, entonces

PA’+PC°=PB +PD".

Solucion:
Escribamos

PA°+PC° - PB —PD°
= (p-a)(p-ad)+(p-¢c)(p-7¢)
T -T)- =T - (7~ ) (7 =)

— 112 —_— — — 12 — 112 — —
[P =29 a + ||| +|[P]|] =20 ¢ +]|

NP +20 - T = [T - [[7]] + 27 @ - |||

— 12
<l

= [P+ [ =TI =[] +20- @+ T - - )
= [IF =B+ (<1 =[] +20 - (F+d - =)
Pero, por ser ABC'D cuadrado, sus lados opuestos son paralelos, o sea, b—a = ?—7,
porloque (b +d —a —¢)=70.
Asi,
PA+PC -PB -PD = [[&|[ - |[F|[ +|[<[ -7
= (A +0)(a =)+ (c+d) (¢ -a)
Usando de nuevo el hecho de que c—-d=7 - E), tenemos
PA*+PC°-PB -PD" = (a+0)(a -0D)+(c+d)-(c -7)
= (a+0) (¢ =)+ (c+d)- (b —7a)
(. +0 —¢ =d)-(a =)
= (a=-¢)(a =)+ =d) (a =)

e~



. —
Pero, por ser ABC'D cuadrado, sus lados adyacentes son perpendiculares, o sea, (a” —
— - = — =

) (a =D)=0y (b —=d)-(a —=1)=0. Asi,

PA’+PC’ - PB - PD =0,

que es equivalente a lo pedido.



3. La recta /¢ es la interseccién de dos planos, ¢ = m; N 7y, dados por las ecuaciones

m™ o (?—?1)'71\1:0,

o (?-?2)%220

Determine la ecuaciéon del plano 7 que contiene a ¢ y es perpendicular al plano 7y de ecuacién
- = ~

T : (p —po)ng=0.

Discuta el niimero de soluciones del problema, considerando las distintas posiciones relativas
de Ly my (¢ || mo, ¢ L mp, ninguna de las anteriores).

Solucion:

Sea P; un punto cualquiera de ¢. Como P53 € m N mq, las ecuaciones de m y my pueden ser
reescritas como

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

Si el plano 7 contiene a ¢ entonces es un plano del haz que forman m; y 7y, de donde su
ecuacion puede escribirse

0, lo que es equivalente,

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

, — — ~ o~
Asi, un vector n  normal al plano m es n = n; + A\ny. Para que m L m,, debe tenerse
— o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ .o~ o~ .
n" L1 n,, osea, (N; + Any) - n, = 0, de donde 1y - N, + Ay - 1, = 0. Si g - 1, # 0 (0 sea, si

ny-MNo ;. .,
7o L m,) entonces A = ———— es la tinica solucion.
N9 - Ny

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Sing-n, =0 (0 sea, si my L m,) entonces A = 0o es siempre solucién (recuerde que tomar
el valor A = oo en m + Amy corresponde a tomar el plano my). Sin embargo, si ny - 1, = 0



entonces A = 0o no es la unica solucién, ya que en este caso cualquier valor de A sirve para
hacer 1y - 1, + A\nig - 1, = 0.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Asi, si tanto m; como 5 son perpendiculares a m, entonces hay infinitas soluciones, y en caso
ny - Ny

~ o~

N9 - Ny

contrario hay una tnica solucién (r = my si o L 7,, 0 el correspondiente a A = — si

no).

En términos de las posibles posiciones relativas de ¢ y 7,, vemos que si £ L 7, (que corres-
ponde al caso en que tanto m como 7y son perpendiculares a ,) hay infinitas soluciones
(cualquier plano del haz), y en cualquier otro caso (si ¢ || 7w, o si £ no es ni perpendicular ni
paralela a 7,) hay exactamente una solucion.

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 6 pts.)




—

4. Los puntos A y B son tales que el origen no esta en la recta AB. Si d > 0 es un real
cualquiera, determine el vector posicion ? de un punto P tal que el plano determinado por

A, By P esta a distancia d del origen, y P es la proyeccién ortogonal del origen sobre dicho
plano.

Ayuda: ya que a y B son L.i., los vectores E), b y @ x D forman una base del espacio,
por lo que es posible escribir ? como

P =ad +060 +y(a xD).
Determine los valores de o, 3 y 7.
Soluciodn:
Buscamos un punto P tal que:
—_—
7]l =
- = =
p-(p—a) =0
— = =
p-(p—0b) =0
La primera ecuacién puede traducirse como p - p = d2, y las otras dos como p - a = p - p
- = = — .
y p-b = p - p respectivamente.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 1 pts.)

Asi, el sistema anterior se reescribe como

?? = d27
?E} - d27
Y = &

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 2 pts.)

Asi, usando la ayuda dada, y escribiendo ? =aa + ﬁ? + 7(? X 7), tenemos que

= al|@||"+8(a D),
— o@D+ 8|7

- —
P a
R

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 3 pts.)

Este sistema es equivalente a

ol|d|| +8(a-T) = &
@ -T)+ 8|7 = &



que puede ser resuelto para « y (3 sin problemas.

Puntaje por esta parte: 1 pts. (hasta aqui: 4 pts.)

Para encontrar el valor de ~, una vez conocidos los valores de o y 3, calculamos ? . ? de
dos formas distintas: por una parte, sabemos que ? . ? = d?, y por otra

PP = (ad +80 +y(a xD))-(aa +80 +v(a xD))
= (a - a)+ 820 V) +2a8(a D)+ (@ xB)-(a x D))
— |7+ 8| [T +208(a - T)+4* || xT|[,
de donde

v =

[Ja" =7

Puntaje por esta parte: 2 pts. (hasta aqui: 6 pts.)




