CAPITULO 2

Aritmética Natural

1. Contenidos

Introduccion?

Sumatorias

Induccion Matematica
Progresiones

Teorema del Binomio

2. Introduccién

(1) Asumiremos que el conjunto de nimeros reales (R, +, -, <) es un cuerpo ordenado
completo .

Después de esa suposicién podemos garantizar la existencia del neutro aditivo

”0” y el neutro multiplicativo ”1” en R. Asi que podemos sumar estos elementos
a voluntad, es decir:

(47) {0,0+1,0+1+1,0+14+1+41,...3={0,1,2,3,...} CR

La idea mé&s basica posible, para definir el conjunto de nimeros naturales es
motivada por ( 47), en esa direccién hacemos.

Definicién 2.0.5. Diremos que un conjunto I C R serd llamado 7 Conjunto

”

Inductivo 7 si:
e lel]
ekel=k+1€ecl
Ejemplo 2.0.6.
1 . . )
e RRT — {g} son conjuntos inductivos.

e R — {10} no es conjunto inductivo.

Lema 2.0.7.

Si A y B son conjuntos inductivos entonces AN B es un conjunto inductivo

En efecto

Ipara profundizar lo dicho en este capitulo les sugiero ver [2], Mi Profesor y Amigo Q.E.D.
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e Por demostrar que (p.d.q.):
-1€ANB

—-k€e AnNB=(k+1)€ AnB
e Informacion (datos, input):

le A
keA=(k+1)€ A

lenB
ke B= (k+1)eB

— A inductivo = {

— B inductivo — {

e Demostracion propiamente tal:
Como, ANB = {u | u € AAu € B} entonces del item Informacion, sigue que:
-1cANleB=1cANB

—-k€e AnNB=kec ANkeB = (k+1) € AN(k+1) € B=
(k+1)e AnB
e Lo que demuestra que AN B es un conjunto inductivo.

Definicién 2.0.8.

Llamaremos conjunto de mimeros naturales, N a la interseccion de todos los
conjuntos inductivos de R, es decir.

N = n{I :|ICR, Iinductivo }
= {1,2,3,4,...}

Llamaremos una sucesiéon de nimeros reales a una ” regla que pone en correspon-

dencia de manera tnica los elementos de N con nimeros reales”. En los capitulos
siguientes nos referiremos latamente a este tipo de reglas las cuales las agrupare-
mos bajo el concepto de relacién. Por el momento notarems a las sucesiones como
sigue:

Ejemplo 2.0.9.

(a) Si fn, =n+ 1 entonces los posibles valores de esta sucesion son del tipo:

Img(f) =12,3,4,5,...} donde Img significa imagen de la sucesion

1
(b) Sia, = — entonces los posibles valores de la sucesion son:
n
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11
9 47 57 A

(an)neN v {an}neN = Img(f)

Lo =

1
Img(a> = {17 57

(¢) Adoptaremos la notacion:

3. Induccién

3.1. Objetivos.
Que el Estudiante:

(1) Se familiarice con el uso del Simbolo de Sumatoria.

(2) Comprenda que en esta primera instancia el Simbolo de Sumatoria, aparece como
una opcion que permite simplificar la escritura de grandes voliimenes de datos,
para facilitar la propia comprensién de estos.

(3) Use el Método de Induccién para verificar propiedades algebraicas.

(4) En forma natural observe que el simbolo de Sumatoria junto al Método de In-
duccidn se constituyen en una herramienta eficaz, que permite manipular de man-
era eficiente situaciones de una mayor complejidad

Esta seccion estard basada en los siguientes principios bésicos:

Teorema 3.1.1. Principio de Induccion.

Sea k € N y F(k) una formula proposicional, es decir F(k) puede ser verdadera o falsa
en k, (sélo una de ambas) y supongamos que F satisface las propiedades:

e F(1) es verdadera

o F(k) verdadera implica que F(k + 1) es verdadera, para cada k € N entonces

F(k) es verdadera para todo k € N

En efecto

e p.d.q. F(k) es verdadera (Vk; k € N)
e Datos
— F(1) es verdadera

—keN A F(k) verdadera = F(k + 1) verdadera
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e Demostracion propiamente tal:

(1) Basta mostrar que el conjunto

(48) I ={k eR| F(k) es verdadera }

Es inductivo.
., Por qué 7
Por lo siguiente:
- N=n{I : |ICR, Iinductivo } = N C I (VI;]I inductivo)

— Luego si vale para ( 48) entonces vale para N
(2) Manos a la obra:

De los datos sigue que:
(a) 1 €1 (F(1) es verdadera)
(b) Si K € I entonces F(k) es verdadera y luego F(k + 1) es verdadera,

es decir (k+1) e 1.1
e Finalmente [ es inductivo y F'(k) es verdadera (Vk; k € N)

Teorema 3.1.2. Teorema de Recurrencia

Sea x € R y g una funcion definida sobre R y con valores reales entonces existe una
inica sucesion (an)nen tal que:

e a ==z

e Para cada n, any1 = g(ay)

Ejemplo 3.1.3.

(1) Construccion de potencias.

Sea x € R arbitrario y define la funcion real a valores reales, g(r) = r -z,
(Vr;r € R) entonces existe una tdnica funcién a tal que:

(a) a(l) ==z
(b) a(n+1) =g(a(n)) = a(n) -z

(c) Asi tenemos
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a(l) = x

a2 = a(l+1) = gla(l)) = a(l)-xz = x-2 = 22

a3) = a2+1) = g(a(2)) a2)-z = 222 = a3

a(4) = aB+1) = gaB) = fB)z = 2*.2 = 2
a(n + 1) = a(n+1) = gla(n)) = an)-z = z"-z = "

Definicién 3.1.4. Potencias de un real

Dado x € R definimos 2' =z y 2"t = 2" .z

(2) Costruccion de factoriales.

=1
(n+1D!=nl-(n+1)

Luego,

Definicién 3.1.5. Factoriales

Sin € N entonces n!, se llama n-factorial.

(3) Construccion de sumatorias

Dada una sucesion de mimeros reales (a;);cn), podemos construir una nueva
sucesion usando recurrencia, como sigue:

1
(a) s1 = ap = Zai
i=1

n
(b) Snt1 = sntanyr = (ar+az+-+an)+any = Zai + ant1
i=1

Luego, tenemos la sucesion (Sp)nen tal que:
n
sn:Zai =a1+ay+az+---+a,, paracadan € N.
i=1
Definicién 3.1.6. Dada una sucesion de nimeros reales (a;);en), entonces
n
(49) sn:Zai=a1+a2+a3+---+an

i=1
Se llama la sumatoria de los primeros n-nimeros de la sucesion (a;)ien
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(4) Construccion de Progresiones aritméticas

Dado x € R y d € R define por recurrencia la sucesion:

aq = T
nt1 = ap+d; neN

Definicién 3.1.7. A = {aj,a2,as,...,} C R, serd llamada una Progresion
Aritmética de diferencia d si

(50) pt1 =ap +d; neN

(5) Construccion de Progresiones geométricas

Dado x € R y r € R define por recurrencia la sucesion:

ai =z
Apt1 = Qp- T (n eN)
Definicién 3.1.8. G = {a1,as,as3,...,} C R, serd llamada una Progresion

Geométrica de razon r € R — {0, 1} si
(51) pt1 = ap T (n € N)
(6) Construccion de matrices:
(a) Matriz fila o columna (ciclo de largo n)

Consideramos una sucesion A = {a1,a2,as,...,a,} entonces podemos con-
struir una fila o columna como sigue:

Para una fila tenemos.
e ayj =aj;, para j=1,2,3,...,n,
[ F.':( ai; aiz2 aiz ... Qip ) 0

Para una columna tenemos:

® a;1 = QGq, pari: 172a37"'7n
ail
ai2

[} C: a13
Aln

U

(b) En realidad esta implicito el concepto de sucesion doble "a;;’
podemos hacer la siguiente construccion:

, sin embargo

Dados n - m elementos en R, los ordenamos por como sigue:
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(1) ai;; parai=1,2,3,...,nyj=1,2,3,...,m

(2) Parai=1:

(3) Si Jj=1,2,3,...m copia a;;
i
caso contrario vaya a (4)

4 sii=1,2,3,...n  haceri=1i+1 e ir a(3)
caso contrario fin

Luego, lo que consequimos es lo siguiente:

aix; a2 aiz - A1m
a21 Q22 Qa23 - a2m
(52) A= (Gz‘j) = az1 asz2 a3z - aA3m
Gnpl Ap2 Gp3 - dnpm

Definicién 3.1.9. Una expresion del tipo ( 52), serd llamada una matriz real de n-filas
y m-columnas (orden n x m)

El conjunto de matrices lo notaremos como sigue:

(53) Mg (n x m) = { matrices de orden n x m}

3.2. Propiedades de las sumatorias.

Si (ai)(1<i<n) ¥ (bi)(1<i<n)son dos sucesiones reales entonces:

(1) Z(al + bl) = Eai + Zbl
=1 =1

i=1
En efecto
n n n
e p.d.q. Z(ai +b;) = Z a; + Z b;
i=1 i=1 i=1
e Datos:

n
- ai=art+ay+az+-+ap
=1

— > bi=bi+by+bs+--+by
i=1
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n

— > (ai+b)=a1+bi+az+by+ag+bs+--+an+by

» (ai+bi) = a1+bi+az+by+ag+bs+--+an+by

= (a1 +ag+az+---+ay)+ (b +ba+bg+ -

n n
= > ait+ ) b
i=1 i=1

n n
(2) Si c € R entonces Zc-ai :c'Zai

i=1 =1

En efecto

n

e pd.q. : Zc-ai:c-zn:ai
=1

=1

n
e Datos : Zc-ai:c-a1+c'a2+c-a3+~-+c'an

=1

e Luego,

Zc-ai = c-a1+c-ax+c-a3+---+c-an
=1
= c¢-(a1+az+ag+-+cay)

n
= C.Zai
i=1
n S n
(3) Zai:Zai+ Z a; 1<s<n
i=1 i=1

1=s+1
En efecto
n S n
e p.d.q. Zai = Zai + Z a;
i=1 i=1 i=s+1

n
e Datos : Zai:a1+a2+a3+'”+an
i=1
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ai = artaytagtotastas o toan

S n
= Zari- Z a;
i=1

1=s+1

(4) (ai — @it1) = a1 — ap41 (Propiedad Telescépica)

i=1
r r+t
(5) Z a; = Z ai—t (Propiedad del reloj)
=5 =5+t

Ambas se las dejo como ejercicio.

3.3. Ejercicios Resueltos de Sumatorias.

(56)

(1) Calcule la siguiente sumatoria :

Solucién
(i) Por definicién de sumatoria sabemos que

100
E a; = a1 +az+az+ -+ apo
i=1

(ii) El punto ( 55), motiva definir, la siguiente férmula:

a; =3 para i=1,2,3,...,100 ;este es el rango de variacién de i
Es decir,

ay = 3

a9 = 3

alpo = 3

45
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(iii) Finalmente, aplicando (55) y (56) en (54) tenemos:

100
S = >3
100
= Zai ver (56)
i=1

= a_1+a2+a3+---+a100 ver (55)
= 343+ ---+3 (100 — veces)
= 300

La primera conclusién que se puede obtener de ( 54), es que podemos cambiar
o substituir el nimero 3 o mejor la constante 3, por cualquier otra constante
¢, lo mismo que el natural 100, puede ser cambiado por un natural n € N.
Asi por ejemplo:

— Parac=1yneN

n

(57)  1=1+141---+1=1-n=n
=1

(n veces)

— En general, para c € R y n € N tenemos que:

Solucién

(i) Por definicién de sumatoria sabemos que

9
(60) Y ai=ar+a+az+--+ag
i=1

(ii) El punto ( 60), motiva definir, la siguiente férmula:

(61) a; = (2+ 3i) para i=1,2,3,...,9 ;este es el rango de variacién de i
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Es decir,
ag = 243-1
as = 243-2
ag : 24+3-9
y

(iii) Finalmente, aplicando ( 60) y ( 61) en ( 59) tenemos:

9

S = > (2+30)

i=1
9

= Z a; ver( 61)
i=1

= ay+az+az+---+ag ver( 60)
= 243 1D)+(2+3-2)+ - +(2+3-9)

= 18+3-45

= 153

Si observamos la solucién del problema anterior tenemos que:

(2 + 3i)

I
'M“’

s
I
—

a;

I
'M“’

i=1
= a1+azx+az+---+ag
= (24+3-1)+(2+3-2)+---+(2+3-9)
= 242424+ +243-(14+2+3-49)

o 9 - Vecgs
= > 2+43-) i
i=1 i=1

— 2.943.45

Asi que, usando la definicién de sumatoria es posible resolver los problemas,
pero usando sus propiedades se ocupa menor tiempo.
(3) Supongamos verdaderas en N, las siguientes férmulas:

(1) 7 Suma de los primeros n-ntimeros naturales ”

n

(62) }:p:ﬂ%;ﬁ
=1
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(2) ” Suma de los primeros n-cuadrados de naturales ”

ZZQ _ nn+1)2n+1)

(i) Calcule

100
1=8
Solucion

100
d i=14243+ +T7+(8+9+10+ -+ 100)

i=1 7

1=1

Luego,

100 7

D=
i=1 i=1

(8+9+ 10+ -+ 100)

100

:Zi

1=8

Por lo tanto,

100(100+1)  7(7T+1)
= 2 2

= 50-101-7-4
= 5050 — 28
= 95022



(67)

2
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Conclusion:

n n

S

Z:

(ii) Calcule

20
§=) (i =5 +3i

=12
Solucién
20
> (-5 +3i—4) =
=12 1=12 i—12

- [%2— (15

2

5 [11 12. 23] +3 [20521]

4[20 — 11]

28320

(4) Demuestre que

n .
i=11

a2
=1

n+1 —(142+3---+n)
\V_/

n-veces
nn+1) =" i

49

para m < n

20 20 20 2
S5y 243 i-4d 1

=12 =12

2 . .
] _5 [2026141] 4

-3 [ -

Demostracién

1+24+34+---+

(= 0) 4 (n— 1)+ (n—2) 4 (n— (n—2)) & (n— (n— 1)
m+1-1)4+Mn+1-2)+ (n+1—3)+ 4+ n+l=—(n-1)+n+1-—n)
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Asi que,
n
2> i=n(n+1)
i=1
Y luego,
Zn:i ~ n(n+1)
Lot 2
=1
Alternativa
n
(68) d(i+1)?—i?=(m+1)7-1 (Propiedad telescépica)
i=1
Pero,
n n
(69) Z(Z +1)? - % = 2(22 +1) (suma por su diferencia !)
i=1 i=1

Igualando términos en ( 68) y ( 69), tenemos que;
n n
. . nn+1)
; i+n=(n+1) ; i 5

Podemos usar directamente esta propiedad para calcular:
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51
En efecto
Alternativa 1:
Seau=1i—1entonces i =1,2,....,.n=u=0,1,2,3...,(n— 1), asi que:
n—1
S = Zu
u=0
n—1
= D u
u=
(n—1)(n—1+41)
(n—l)n2
Alternativa 2:
n
S = > (-1
i=1
n n
= 2 =21
i=1 i=1
(n2+1) “n
— n24+n—2n
2
n(n—1)
2
(5) Demuestre que
n ; an—l—l -1
Z a' = a#1Na#0 (%)
: a—1
=0
Solucién:
n n ) n
@3 = a3
i=0 i=0 i=0
= (a+a®+a®+a*+ - +a"+a" )~ (1+a+a®+a®+a*+--+a")

= o't -1

Luego, despejando tenemos que
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Ahora use (x), para calcular

s = 286G

Solucién:

100

SO
=0

Aplicando directamente (%) para a = %, tenemos que:

3.4. Ejercicios Propuestos de Sumatorias.

5
(1) Calcule 23(2'2 -1)

i=1

(2) Calcule:

1=4
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(3) Calcule la sumatoria:
40
S=> ii+1)?
i=10
(4) Si

@ 1sk<a00
"T Ak +1)2 1100 < k < 200

entonces calcule la sumatoria

S = Zak
k=1

(5) Demuestre que

3.5. Ejercicios Resueltos de Induccion.

(1) Demuestre usando Induccién matematica que la férmula proposicional.

- 1

F(n): Zz = @ Es verdadera (Vn;n € N)
i=1

Solucién

(i) Verificamos que F(1) es verdadera.

1
Por una parte Zz =1y por otra w = 1. Asi que

=1

1

- S 1(1+1)

; 2
=1
Luego, de ( 71) sigue que F'(1) es verdadera
(ii) Hipdtesis de Induccién.

F(k), es verdadera. Es decir,

Zizw (H)
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(iii) Tesis de Induccién.

Por demostrar que (p.d.q) F(k + 1), es verdadera. Es decir p.d.q.

k+1
Zi _ (D ((B+1)+1)
= 2
=1
(k41 (k+2)
= 2
En efecto
k+1 k k+1
YIS S
i=1 i=1 i=k+1
H
k) 1)
_ B +2(k+1)
(ot 1)(or2)
2

Luego, F(k 4 1), es verdadera y F'(n) es verdadera (Vn;n € N)

(2) Demuestre usando Induccién matemadtica que la férmula proposicional.

n
F(n): Zi2i*1 =1+ (n—1)2". Es verdadera (Vn;n € N)
i=1
Solucién
Etapa 1. Por demostrar que F'(1) es verdadera.

Por una parte;
1
it = 120
i=1

Por otra parte;

1+(1—-1)2 = 1+0-2

Asi que,
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Luego, F(1) es verdadera
Etapa 2. Hipdtesis de Induccion
F (k) es verdadera.

Esto es.

k
il =14+ (k-12¢  (H)
i=1
es verdadera.

Etapa 3. Tesis de Induccién

Por demostrar que F'(k + 1) es verdadera

e.e p.d.q.
k+1 A
ZZQZ—I =1+ k‘2k+1
=1
En efecto
k+1 ‘
it - g i (12
1=1
B (k=102 4 (k+ 1)2
= 1+ 2k2F
= 1+ k2kt!

Luego, F(k 4 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

(3) Demuestre usando Induccién matemadtica que la férmula proposicional.
F(n): 10" + 3 -4™"2 4 5 es divisible por 9. Es verdadera (Vn;n € N)
Solucién

(i) Verificamos que F(1) es verdadera.
100434245 = 104+3-64+5
= 10+19245

= 207
= 9-23

Asi que, F (1) es verdadera.
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(ii) Hipdtesis de Induccién.

F(k), es verdadera. Es decir, existe un elemento numérico que depende de
la posicién k, diagamos ¢(k) tal que:

10F +3-452 1 5=9.¢(k) (H)
(iii) Tesis de Induccién.

Por demostrar que (p.d.q) F(k + 1), es verdadera. Es decir p.d.q. existe
q(k+ 1) tal que

En efecto

La ”filosofia” que se puede emplear para resolver este tipo de problemas es
la siguiente:

(1) Hacemos la divisién entre 105*1 4+ 3. 453 + 5 y 10F + 3. 42 1 5. Es

decir
107 43453 45 ¢+ 108 +3.4F2 45 =10
(-)
105+1 4+ 30 - 4k+2 4+ 50
—18 - 4k+2 _ 45

(2) Luego, aplicando la definicién de divisién tenemos:

10+ 3453 15 = 10[10% + 3 - 452 4 5] + [—18 - 4F+2 — 45]
D 1009 - q(k)] +9[~2 - 4¥+2 5]
= 9[10-g(k)] +9[~2- 4%*> — 5]
= 9([10- (k)] +[-2 - 4"+ —5])
9(10- (k)] —2- 4"+ —5)
q(k+1)
= 9.-q(k+1)

Luego, F(k 4 1), es verdadera y F'(n) es verdadera (Vn;n € N)

3.6. Ejercicios Propuestos de Induccién.

Demuestre usando Induccién matemadtica que son verdaderas (Vn;n € N)

' “~ 5, nn+1)(2n+1)
(1) F(n): Zﬂ_ :

(2) F(n): zn:ﬁ = [”(n;l)r
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- 1 n
g 2z+1)(2z—1) 2n+1
i?ﬂ,—l 3n+1)
i 3" -1

z”: it 1) n(n+1)(n +2)
Xn:z? =1+ (n-1)2"
;31—2 Sn?—l)

on — 1)(2n + 1
12+32+52+---+(2n—1)2:”(” )@n+1)

3
PO
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) n+1

1 2
1-2+2-3+3-4+--.+n(n+1):”(”+ ?2(7” )

1)(4n —1

| 24844564+ (2n—1)(2n) = MF )3(” )

n(n+1)(n+2)(n+3)

1.2:342:3-443-4-5+- - +n(n+1)(n+2) = y

22" — y?" es divisible por (x—y)

xanl 2n—1

+y es divisible por (x + y)
n® + 2n es divisible por 3

2" 4+ (—1)"*! es divisible por 3

10" + 3 - 4™ + 5 es divisible por 9
52" 4 (—1)""! es divisible por 13

7?" +16n — 1 es divisible por 64

I+z)">1+nz,siz>—1

4. Progresiones

4.1. Objetivos.

Que el Estudiante:
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(1) Este en condiciones de verificar que un conjunto de niimeros satisface las propiedades
que definen a una progresién aritmética o geométrica.

(2) En forma natural observe que el ordenamiento de los elementos de un conjunto en
progresién permite obtener rapida y eficientemente por ejemplo: cada término en
forma independiente o determinar la suma de sus elementos en cualquier instante.

4.2. Propiedades de las progresiones aritméticas.

(1) Si A = {ai1,a2,as3,...,} C R, es una Progresién Aritmética de diferencia d en-
tonces

n41=a1+n-d; neN

En efecto
e pd.q. any1 =a1+n-d; neN
e Datos

Si A = {a1,a2,as,...,} C R, una Progresién Aritmética de diferencia d
entonces de (50) tenemos que

as = a1+d
as a2+d:(a1—|—d)+d:a1+2d
ay = a3+d:(a1+2d)+d:a1+3d

e Luego, el método sugerido es Induccién, para probar que la férmula
F(s): ant1 =a1+n-d; n €N, es verdadera (Vn;n € N).Asi que:

— p.d.q. F(1) es verdadera.
G141 = a2 = a1 +d.
Asi que F(1) es verdadera
— Hipétesis de Induccién:
Suponemos que F(k) es verdadera, es decir

ar =ay + (k—1)d (H)

— Tesis de Induccidn:

p.d.q. F(k+1) es verdadera

ap+1 = Qaf + d

= a4+ (n-1)d+d
= a1+nd

— Asi F(k+1) es verdadera.



4. PROGRESIONES 59

e Luego,

pt1=a1+n- d (Vn;n € N)

(2) Si A = {ai1,a9,as,...,} C R, es una Progresién Aritmética de diferencia d en-
tonces la suma de los n-primeros términos se obtiene de la férmula.

2(2a1 + (n—1)d) (Vn;n € N)

n
Sy = E a; = V
=1

5(a1 +ap) (Vn;n € N)
En efecto

e p.d.q. Zai = g(?al + (n —1)d)
=1
e Datos

ap=a1+ (n—1)d

e Demostracién, hacemos induccién para concluir que la férmula es verdadera

(Vn;n € N):

F(n): Z;ai = g(2a1 + (n — 1)d), para cada n € N.
— p.d.q. F(1) es verdadera

Por una parte:

1
Zai = ay y por otra parte; %(2@1 +(1-1)d) = % -2a1 = a1, asi que
i=1
F(1) es verdadera.

— Hipétesis de induccién:

suponemos que F(k) es verdadera, es decir:

i k
> ai= 5 (2a1+ (k= 1)d) (H)
=1

— Tesis de induccién: p.d.q. F(k+1) es verdadera.

En efecto
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k+1

Sk+1 = g a;
i=1

k
= g a; + Qg4
i=1

|

(2a1 + (k —1)d) + ag+1

= k@2ay + (k- 1)d) + (a1 + kd)

2ka1+k2d—kd+2a1 +2kd
2

2a1 (k+1)+k(k+1)d
2

= @[QCU + kd]

— Asi, F(k+1) es verdadera.

Luego,

Zai = g(2a1 + (n—1)d) (Vn;n € N)
=1

En particular, como aj + (n — 1)d = a,, entonces

Zai = 5(2a1+ (n—1)d)
i=1

= %(al + [a1 + (n — 1)d])
= F(a1+ap)
(3) En particular, como aplicacién inmediata tenemos que la suma de los n-primeros
naturales es:

i = 21+(n-1)-1)
=1

n(n+1)

- 2

4.3. Propiedades de las progresiones geométricas.

(1) Si G ={a1,a2,as,...,} CR, es una Progresién Geométrica de razén r entonces:

ant1 =ai-r"  (Vn;n € N)

r —

) snzgai _a [""n_l} (¥n;n € N)
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Las demostraciones son ejercicios.

4.4. Ejercicios Resueltos de Progresién Aritmética.

(1) La suma de tres nimeros en progresion aritmética (p.a) es 27 y la suma de sus
cuadrados es 293. Determine tales niimeros.

Solucion

Una estrategia para resolver este tipo de problemas puede seguir la siguiente
rutina:

¢ Resolvemos el problema en abstracto, es decir, suponemos que los
nudmeros z, ¥y, z son la soluciéon del problema.

Ahora matematizamos el problema, sea

(72) A={zy, z}
el conjunto que posee los nimeros pedidos
e 7 Obligamos al conjunto A”, que satisfaga las propiedades del problema:
— A esuna p.a. siysélosiexisted e R, talquey=x+dy 2z =2x+2d.
Asi sustituyendo en ( 72) tenemos
— Sabemos que x + y + z = 27 y entonces:
y—d+y+y+d = 27

(74) 3y = 27
y = 9
— Sustituyendo el valor de y obtenido en ( 74) en ( 73), tenemos
(75) A={9-4d,9,9+d}

— Sabemos que 72 + y? + 2% = 293 y entonces:

9—d)?+92+(9+d)? = 293
(76) d> = 25
d = 45

e Chequeamos la solucién obtenida: Sustituyendo el valor de d obtenido en
(76) en ( 75), obtenemos:

Casol. d=5

A={9-5,99+5} ={4,9,14}
Caso 2. d = -5

A= {9 - (_5)7 97 9 + (_5)} = {147 974}
(2) Sien una p.a. el quinto término es 15 y el décimo es 30 entonces determine la p.a.

Solucion
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e Sea
(77) A:{al,ag,ag...}

la p.a. pedida.

Si A en (77) esla p.a. pedida entonces los a;, verifican la siguiente propiedad
genérica:

(78) ai+1=a1+1%-d (V’L,Z > 1)

En particular, a5 = a1 + 4d y a10 = a1 + 9d. Asi que matematizando el
problema tenemos:

a1 +4d =15 . -
(79) a1 + 9d = 30 =d=3 AN a1 =3

Sustituyendo los resultados obtenidos en ( 79) en ( 77), obtenemos:

A={ay,az,as...} ={3,6,9,12,15,18,...}

(3) La suma de tres niimeros en progresién geomfrica (p.g) es 26 y su producto es
216. Determine tales ntimeros.

Solucién
(i) Sea
(80) G={zy,z}
el conjunto que posee los nimeros pedidos

(ii) ” Obligamos al conjunto G”, que satisfaga las propiedades del problema:

e Gesunap.g. siysblosiexister c R,r#0yr#1talquey=x-r
y z = x - 2r. Asi sustituyendo en ( 80) tenemos

(81) G={"yy-r}

e Sabemos que z -y - z = 216 y entonces:

oy (y-r) = 226
(82) y? = 216
y = 6

e Sustituyendo el valor de y obtenido en ( 82) en ( 81), tenemos

(33) ¢ ={2.6.67)

e Sabemos que x +y + z = 26 y entonces:
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§+6—|—6~7" = 26

,
6 +6r4+6r2 = 26r

3r2—10r+3 = 0

r=3 V r=-

(iii) Chequeamos la solucién obtenida: Sustituyendo el valor de d obtenido en
( 84) en ( 83), obtenemos:

Casol. r=3

A=1{2,6,18}
1
Caso 2. d = =
aso 3

A= {18,6,2}

(4) La suma de tres numeros en p.a. es 30. Si al primero de ellos se le agrega 1, al
segundo 5 y al tercero 29 se obtiene una p.g. Determine ambas progresiones.

Solucién

e Sean
(85) A= {z,y,z2}
(86) G={r+1,y+52+29}

La p.a. y p.g. pedidas respectivamente.
e Segin los datos la matemaética involucrada es la siguiente:

— Aesunap.a. siysélosiexisted e R, talquey=x+dy z=x+ 2d.
Asi sustituyendo en ( 85) y ( 86) tenemos

(87) A={y—dyy+d}

(88) G={y—d+1,y+5y+d+29}

— Sabemos que = 4+ y 4+ z = 30 y entonces:
y—d+y+y+d = 30
(89) 3y = 30
y = 10
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— Sustituyendo el valor de y obtenido en ( 89) en ( 87) y , ( 88)tenemos
A= {10 —d, 10,10 + d}

G ={11-4d, 15,39+ d}

— Sabemos que G es una p.g. siy sélo si
15 (39+d)

(11—d) 15
De ( 92) obtenemos

(39+d)(11 —d) = 225

429 — 28d — d®> = 225

d?>+28d—204 = 0
d=6 Vv d=-34

e Chequeamos la soluciéon obtenida: Sustituyendo el valor de d obtenido en
(93) en (90) y (91) obtenemos:

Casol. d=6

A={4,10,116} A G ={5,15,45}
Caso 2. d=—-34

A={44,10,-24} AG = {45,15,5}

(5) Considere las progresiones:

G = {91,92,93,..-} progresién geométrica
A = {3,ag,as3,...} progresion aritmética
tal que

e g3=12y g7y =192

11 50
© D 9i=) a
i=1 i=1
Determine la diferencia de la progresion A

Solucion
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Etapa 1 : Salida
Sea d la diferencia de la progresién aritmética A = {3, a2, as,...}
Etapa 2 : Datos

(i) Si G es una progresién geométrica entonces

2
B B gr-re = 12
g3 =12ANg7; =192 <= g1-7“6 — 1992
4 _ 192
— =T

— =16
= r=2 AN g =3 (%)
11 icando tenemos que
(if) Aplicando (*) q
11 o 50 ) 211 1) = 50 49d
dc19i =2 im 4 = 3( ) = 5 (6 +49d)
<= 6141 = 150 + 1225d
< 1225d = 5991
d = 2991

1225

4.5. Ejercicios Propuestos de Progresiones Geométricas.

(1) Calcule la suma de 101 términos de la progresion

A—{\l/—%,?)\/g,...}

(2) Intercale 24 medios aritméticos entre 10 y 30

(3) Intercale n + 1 medios aritméticos entre —z? y 22

(4) ¢, Cuantos términos de la progresién A = {3, —1, —5, ... }, se precisan para obtener
una suma igual a -15750 ?

(5) La suma de n términos de una p.a. A = {a1,a9,as,...} es 2n + 3n?, para cada
n € N. Determine el término de la posicién r.

(6) El p-ésimo término de una p.a. es q y el g-ésimo es p. Determine el m-ésimo
término.
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a suma e los p primeros términos de una p.a. es igual a ¢ y la suma de sus
7) L Sp de 1 i térmi d igual 1 d
q primeros términos es p. Calcule la suma de sus p + ¢ términos.

(8) La suma de los p primeros términos de una p.a. es igual a La suma de los ¢
primeros términos con p # ¢g. Demuestre que la suma de los p + ¢ primeros
términos de la progresién es igual a cero.

(9) Sea A = {ajy,as,as,...} CR' una p.a. con diferncia d. Demuestre que

() " =n—1

n—1
Vet ai an+a
(10) Determine el décimo término y la suma de los 10 primeros términos de la pro-
gresién G = {-3,3v/3,-9...}

(11) Determine el décimo término y la suma de los 10 primeros términos de la pro-
o G — {1 11 )
gresion G = {7, 2, 7¢ -+
P 2 2 . P
(12) El tercer término de una p.g. es —37 el sexto, 3 Determine el octavo término

de la progresion.

1 1
(13) El cuarto término de una p.g. es 5 el sexto, -3 Determine la suma de los

10 primeros término de la progresién.

(14) Considere la p.g. G = {3,6,12,...}. ; Cudl debe ser la diferencia de una p.a.
cuyo primer término es 3, y la suma de los 11 primeros términos de la p.g. sea
igual a la suma de los 50 primeros términos de la p.a.?

(15) Interpolar 5 medios geémetricos entre v/2 y 729+/2

(16) Interpolar n-1 medios gedmetricos entre x y xy

125
(17) El producto de tres nimeros en p.g. es =7 y la suma de los productos de esos

65
numeros, dos a dos, es 5 Determine la razén de la p.g.

(18) La suma de tres nimeros en p.g. es 3 Si al primero se le resta 5 y al dltimo se

35 . . .
le resta 3 se obtiene una p.a. Determine ambas progresiones.

(19) Se quiere construir un muro de ladrillo en forma triangular, para ello cada fila
debe contener 4 ladrillos menos que la fila inmediatamento anterior.

e Si en la primera corrida hay 585 ladrillos y en la tdltima hay 1 ladrillo en-
tonces determine la cantidad total de ladrillos que se necesitan para construir
el muro.
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e Si el total de ladrillos es 15.000, cual es el nimero maximo de corrridas que
pueden ser construidas.

(20) Una casa vale $ 20.000.000. Determine el valor de la casa al cabo de 8
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n+1 _ n—+1 n
(b) ( k )—n_<k_1> ( k)

En efecto

n+1 B (n+1)!
( k >  Kl(n+1—k)!
nln + 1)

Kl(n+1—k)!

nl(n+1)
El(n—k+1)!

nl  (n+1)
Kl (n—k+1)!

n! (n+1)
K (n—k)(n—k+1)

n! (n+1)
Kln—k) n—(k—1)

- (3) s

o (1) =i

> 3
N——

En efecto
n+1) (n+1)!
k+1)  (k+1)(n—k)!

nl(n+1)
Kk +1)(n — k)!

n! n+1
Elln—k)! k+1

- n n+1
 \k) k41

(d) (kil) - Z—J_rl; (Z)

En efecto
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(k Z 1> T (k+ 1)!(2!— k—1)!

n!

K+ 1)(n—Fk—1)!

n! 1

k:_!' (k+1)(n—k—1)!

n! n—k

ko (k+1)(n—Fk)

n! n—=k
Elln—k)! k+1

n
B n n—=k
- \k) Ek+1

@ () (5) = G3)

En efecto

<Z>+<k11) - k!(nn!k:)!(k+1)!(z!k1)!
nl(k+ 1) + nl(n — k)

(n—k)(k+1)!
~ onl(k+1+n—k)
 (n=k)!(k+1)!
B nl(n+1)
 (n—k)(k+1)!

B (n+1)!
 (n—=Rk)(k+1)

_ (n+1
o \k+1
Teorema 5.2.1. Teorema del Binomio

SineN, a€R ybeR tal que a+ b # 0 entonces

(a+b)" = i (Z) a” P

k=0

En efecto

69
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e p.dgq (a+b)"= (Z) amkpF
k=0
e Datos

Como n € N entonces la propiedad debe valer para los naturales y entonces estu-

diamos usando induccion la validez de la formula:
n

Fn):  (a+b)" =Y <Z> a” vk (Ynin € N)

k=0
— p.d.q. F(1) es verdadera

Por una parte tenemos que
(a+b)! = (a+b) y por otra parte

1
> @) a" Rk = (é) a' = + G) a' ' =a+b

k=0
— Hipdtesis de induccion

Supongamos que F(n) es verdadera, es decir

(a+0b)" = zn: (Z) a" (H)

k=0

— Tesis de induccion: p.d.q. F(n+1) es verdadera
En efecto

(1) Desarrollando F(n+1) tenemos que:

(a+b)" = (a+b)"(a+0)

(@ +b) i: (Z) ankpk

k=0

n

- ¥ (Z) a" Rk kZZ:O <Z> a"FpkH! (%)

k=0

(2) Aplicando la propiedad del reloj a la sequnda parcela tenemos que:

n n+1
N\ n—kik+l z : n n+l—kpk
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(3) Reemplazando en (x) tenemos que:

n n+1
(a+ bt = Z (Z) avRHLpk Z (k ﬁ 1) otk pk
k=0 k=1

_ Y nt1 — (n n—k+11k S n n+l—kk Y\ ;nt1

= 0)a + <k>a b—i—Z(k_l)a b—i—(n)b
k=1 k=1

_ (nt1) n ~ (0 ki O n ntl—kpk

= ( + 1<k>a b+; PR AR

(8 B

3

)—l
?r—|-\—/ \_/ \_/

%

+

—

+

= () e (n1)
n+1

_ (n 1) n+1—kpk
k=0

— Asi que F(n+1) es verdadera.

o Luego,

(a+b)" = i (Z) a" P

k=0

5.3. Ejercicios Resueltos del Teorema del Binomio.

(1) Considere el desarrollo binomial.

Bz(m—1>n (neN)

3

Demuestre la siguiente afirmacién.

Si existe un término digamos, que contiene a 4™

multiplo de 4.
Solucién
Etapa 1 : Salida
Sea ts11 el término pedido.

Etapa 2 : Datos

entonces n debe ser un
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(i) Sitsy1 es el término pedido entonces

ton = (Z) 2ns (21)°

(ii) si 274™ aparece en el término ¢, entonces

T =g — Am =n —4s
= 4s—4dm=n

= 4(s—m)=n

Conclusién : ” n es un multiplo de 4.”

(2) Demuestre que si C' es el coeficiente del término que contiene a x® en el desarrollo

binomial
1 3n
(-2)
T
entonces
In —a (3n)!
n)!
C=(1) 4 (9n a)'(3n+a)|
4 ' 4 ’
Solucion

(i) Sea ti4+1 el término que contiene a x* entonces

e = () - (2% (—1)

(ii) Sea,

(iii) Ahora, 2%, aparece en el término tx,1 si y sélo si
oa=9n —4k

asi que,
In—a
4

Finalmente, sustituyendo el valor de k, obtenido en ( 97) en ( 96) y operando
tenemos:

(97) k=
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C = (—1)9’%“(9%)

9n—a 3n)!
= (=) -(3,17%)}(%;&),

1 :

_ (_ %T*a. (3n)!
<3T:1+11)!.(9n47a)!

(3) Aplicacién

7 Aceptaremos algunos resultados que seran demostrados mas tarde 7.
Si desarrollamos el binomio (1 + )™ tenemos que

QL+ = Z(Z) 1nk gk
k=0
- 20
k=0 k
= (3)m0+<’f11)m1+<g)zz+<’g)13+,..+(Sﬁl)zs—1+“.+xn
_ 1+nz+n(nfl)z2+n(nfl)(n72)m3+”_+n(nf1)»-v(n75+2)xs_1+.”+zn
2! 3! -1t

El resultado que usaremos, puede ser intuitivamente descrito como sigue:

Si x| < 1y n <0 entonces (1+ x)™ puede ser aproximado por un numero
finito de términos en la ecuacién descrita encima.

Ejemplo 5.3.1.

Determinemos el valor aprozimado de (1,02)~%* con cuatro cifras significativas.

Solucion

(1,02)"* = (1+4+0.02)7*
(=4)(-5)

2!

(=4)(=5)(=6)(=7)

4!

= 1+(-4)(0.02) + (0.02)% + W(omﬁ + (0.02)* + - -

= 1-0.08+ 0.004 — 0.00016 + 0.0000056 + - - -
= 0.9238456
5.4. Ejercicios Propuestos del Teorema del Binomio.

(1) Determine el séptimo término en el desarrollo binomial:

(22 —y)*?



74 2. ARITMETICA NATURAL

(2) Determine el noveno término en el desarrollo binomial:

N 15
2+3)
(2+3

2

x
(3) Determine el término que contiene — en el desarrollo binomial:
Y

z y2\®
y  2a2

(4) Determine el decimocuarto término del desarrollo binomial:

2 1 \20
22 —
Y 2xy?

(5) si uno de los términos en el desarrollo binomial

1 60
227 — =
(>-2)

es de la forma a - 27°*. Determine el valor de a.
(6) Determine el término independiente de x (si existe) en los binomios:
n n
(7) Demuestre que Z (z) =2"

30
e
2
=0

(8) Determine los cuatro primeros términos de las siguientes expresiones:

de las sicniientes expresiones:



