MA-11A Algebra 25 de Mayo, 2000

Pauta Control No. 2

PrROBLEMA 1:
(i).- Se pide probar que para todo n € N, 6 divide a n(n + 1)(n + 2).

Sin = 0, entonces n(n + 1)(n + 2) = 0 que es divisible por 6, luego se verifica la propiedad.
Supongamos que la propiedad se cumple para n y veamos que se verifica para n + 1. En efecto,

n+1)(n+2)(n+3) = nn+1)(n+2)+3(n+1)(n+2).

Por hipétesis inductiva n(n + 1)(n + 2) es divisible por 6. Luego, para obtener la conclusién deseada
bastard mostrar que 3n(n + 1) es divisible por 6, o equivalentemente que n(n + 1) es divisible por 2.

Hay dos formas de verificar que n(n + 1) es divisible por 2.

e Primera Forma: Basta notar que si n es par, entonces n(n + 1) es divisible por 2, y si n es
impar, entonces n + 1 es par y por lo tanto nuevamente n(n + 1) es divisible por 2.

e Segunda Forma: Por induccién. Si n = 0, entonces n(n + 1) = 0 que es divisible por 2,
luego se verifica la propiedad. Supongamos que la propiedad se cumple para n y veamos que
se verifica para n + 1. En efecto,

m+1)n+2) = nnr+1)+2(n+1).

Por hipétesis inductiva y dado que 2(n + 1) es divisible por 2 cualquiera sea n, se concluye la
induccién.

(ii.1).- Debemos probar que R es relacién refleja, antisimétrica y transitiva. Hay dos formas de hacerlo.

e Primera Forma: Observar que para cualquier entero m se tiene que 2m =5 0 o equivalente-
mente 3m =2 m. Luego,

(@, b)R(c,d) <= a+b=sc+d.
Ademaés, sabemos que =5 es una relacién de equivalencia.
— REFLEXIVIDAD: Hay que probar que para todo (a,b) € Z2, se tiene que (a,b)R(a,b).
Pero esto es obvio puesto que a + b =5 a + b.

— SIMETRIA: Hay que probar que para todo (a,b),(c,d) € Z2, se tiene que (a,b)R(c,d)
implica que (¢,d)R(a,b). Como a + b =2 ¢+ d implica que ¢+ d =2 a + b se tiene la
conclusién deseada.

— TRANSITIVIDAD: Hay que probar que para todo (a,b), (c,d), (e, f) € Z2, se tiene que
(a,b)R(c,d) y (¢, d)R (e, f) implican que (¢,d)R(e, ). Comoa+b=s c+dyc+d=se+f
implican que a + b =3 e + f se tiene la conclusién desea.
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¢ Segunda Forma: Observar que
(@, b)R(c,d) <— 3TJk€Z, a+b—c—3d=2k.

— REFLEXIVIDAD: Hay que probar que para todo (a,b) € Z2, se tiene que (a,b)R(a,b).
Pero esto es obvio puesto que a + b —a — 3b = —2b luego si k = —b € Z se tiene que
a+b—c—3d=2k.

— SIMETRIA: Hay que probar que para todo (a,b),(c,d) € Z2, se tiene que (a,b)R(c,d)
implica que (¢, d)R(a, b).
Si (a,b)R(c,d), entonces existe un k' € Z tal que a + b — ¢ — 3d = 2k’. Sigue que,
ctd—a—3b=(c+3d—a—-b)—2d—2b=2(—k'—d—b). Luego, para k= —-k'—d—-be Z
se tiene que ¢+ d — a — 3b = 2k, i.e., (¢,d)R(a,b).

— TRANSITIVIDAD: Hay que probar que para todo (a,b),(c,d), (e, f) € Z2 se tiene que
(a,b)R(c,d) y (c,d)R(e, f) implican que (c,d)R(e, f).
Si (a,b)R(c,d) y (c,d)R(e, f), entonces existen k, k' tales que a + b—c—3d = 2k’ y
c+d—e—3f =2k". Sigue que, a+b—e—3f = (2k'+c+3d)+ (2k" —c—d) = 2(kK'+d+k").
Luego, para k = k' +d + k" € Z se tiene que a + b — e — 3f = 2k, i.e., (a,b)R(e, f).

(ii.2).- Observar que (a,b) € [(0,0)]r si y s6lo si a + b =5 0, i.e., cuando a + b es par. Anélogamente,
(a,b) € [(1,0)]r s{y s6lo si a+ b= 1, ie., cuando a + b es impar.

Sigue que, si (a,b) € Z2, entonces (a,b) € [(0,0)]z sia+bespary (a,b) € [(1,0)]r si a+b es impar.
Luego, Z? C [(0,0)]z U[(1,0)]%. La otra inclusién es obvia. Luego, Z2 = [(0,0)]r U [(1,0)]%.

Por otro lado, si (a,b) € [(0,0)]r N [(1,0)]r, entonces a + b es par e impar, lo que es imposible.
Luego, [(0,0)]z N [(1,0)]r = 0,

PROBLEMA 2:

(i).- Conviene observar que por definicién de R se tiene que aRe si existe una secuencia de elementos
bo,...,bp41 € E tal que el primero de ellos es igual a a, el Gltimo es igual a ¢, y dos elementos
sucesivos estdn S-relacionados, i.e., b;Sb;y1.

REFLEXIVIDAD: Hay que probar que para todo a € E, se tiene que aRa. En efecto, sea n = 0,
bo = a, byy1 = a, entonces como S es refleja, bpSb,r1 (An = 0 € N, Fby,..., b1 € E, tal que
bo =a, b1 = ay b;Sbiy1, Vi € {0,...,n}). En otras palabras, aRa.

TRANSITIVIDAD: Hay que probar que para todo a,c, e € E, se tiene que aRc y ¢Re implican que aRc.
La idea de la demostracién se basa en que si aRc y ¢Re, entonces existen secuencias de elementos
en F que van de a a ¢ y de ¢ a e tales que elementos sucesivos estdn S-relacionados. Pegando
ambas secuencias se obtiene otra secuencia de elementos S-relacionados que va de a a e. Esto tltimo
implica que aRe. Formalmente, si aRc y cRe, entonces In,m € N,3bg,...,bpt1,do, ..., dmt1 € E,
tal que by = a, bpy1 = ¢ =dp, dr, = €, b;Sbip1, Vi € {0,...,n}, y d;Sd;41, ¥j € {0,...,m}. Luego,
se pueden pegar las secuencias de b; y de d; (puesto que b,+1 = ¢ = dp) de forma de obtener una
secuencia de elementos de E de largo n + m + 1 donde el primero de ellos es igual a a, el dltimo
es igual a e, y dos elementos sucesivos estdn S-relacionados (AN = n+m, y b}, i € {0,...,N},
donde b =b; sii € {0,...,n}, y b = d;_, sii € {n,...,N} — notar que no hay ambigliedad en
la definicién de b; en el caso que i = n pues b, = ¢ = do. Ademds, by = a, by = e, y biSb,,,
Vi € {0,...,N}). En otras palabras, aRe.



Pauta Control No. 2: 25 de Mayo, 2000 3

(ii).- Hay varias formas distintas de resolver esta parte. Veremos tres de ellas.

e Primera Forma: Sea C,, = {z € [0,+00) : 2" € N}, n € N\ {0}. Como cada m € N tiene
una tnica rafz n—ésima real positiva {/m si n € N\ {0}, sigue que

Cn = {¥m:meN}.

Luego, |Cy| = |N|, i.e., Cy es numerable. Como C = |J;, Cy, y unién numerable de numer-
ables es numerable, entonces C es numerable.

e Segunda Forma: Sea C,, = {z € [0,+00) : In € N\ {0},2" = m}, m € N. Como cada
m € N tiene una Unica raiz n—ésima real positiva ¥/m si n € N\ {0}, sigue que

Cn = {¥/m:neN\{0}}.

Luego, |Crn| = |N\ {0}| < |N|, i.e., Cy, es numerable. Como C = |J,°_, Cp, y unién numerable
de numerables es numerable, entonces C' es numerable.

e Tercera Forma: Para probar que C' es numerable observamos que cada m € N tiene una
Unica raiz n—ésima real positiva ¢/m si n € N\ {0}. Luego, podemos construir una tabla de
doble entrada como se muestra en la Fig. 1

(p/m]l 0 [ v+ [ 2 [ 3 [ 4[] 5 [6 ] 7 ]81]9 [.]
T 4y 0 | 1 | 2 (3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
2 | 0o [ VI V2| V3| Vi[5
3 0 | V1 | V2| V3| V4
4 0 | VI | V2| V3
5 | o [ V1] V2
6 | 0o [ V1
7 ] 0
8 || O
9 || O

0

Figura 1:

Recorriendo la tabla en diagonal eliminando los términos repetidos obtenemos la tabla de
doble entrada que se muestra en la Fig. 2. Todos los elementos de C' aparecen una inica vez
en la tabla de la Fig. 2. Para probar que C es numerable anotamos en la segunda tabla de
doble entrada todos los valores de N de manera diagonal, saltdndonos las posiciones que no
contienen elementos de C. La biyeccién es la funcién que asigna a cada natural el elemento de
C correspondiente a su ubicacién en la tabla.

PROBLEMA 3:
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(n/m [ 0 [ 1 | 2 | 3 | 4 [5 [ 6 |7 [8][9 [./]
r 4 0o 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 |9
2**\/5\/3_’*\/5
T A A R
5**\5/5
6 || * | *
7 [ *
8 || *
9 || *

%k

Figura 2:

Haciendo el cambio de variable i = k + 1, nos queda que

S () - 3 () - (B ()

k=0 =0

Ya sea porque Z"H ("+1)( 1)! = 0 es una férmula conocida o porque aplicando el Teorema del
Binomio se verifica que Y70 (") (=1)¢ = (1 — 1)+ = 0, se concluye que

Z 1
2%( )k+1 T on+l

k 1 1

verifica. Supongamos que la igua_uldad se cumple para n y verifiquemos que se tiene para n + 1. En
efecto, observando que la indicacién es aplicable a los coeficientes binomiales que aparecen en la

- —1)* 1\ (-1t
(ii).- Sin = 1, entonces H, = 1y Z (:) (=1) = ( ) (=1) = —1. Luego, la igualdad deseada se
k=1

L A1\ (=1
sumatoria Z ( & ) % salvo el correspondiente a k = n + 1, obtenemos que
k=1

S - BT

k=1 k=1
n n (_1)k N (_1)n+1
— k-1 k n+1 °

> (1)
k=1 k

Por hipétesis inductiva la primera sumatoria es igual a —H,,. Haciendo el cambio de variable: = k—1

en la segunda sumatoria nos queda que

B ()5 B (2 ()

k=1

Por (i) sabemos que la dltima sumatoria es igual a —=1/(n+ 1) y como —H, — 1/(n+ 1) = —H, 1
se completa la induccién.



